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William H. Hayt. Jr (1) se gradué como licenciado y méster en ciencias en la Universidad de
Purdue, y se doctoré en la Universidad de Illinois. Luego de trabagjar cuatro afios en la industria,
el profesor Hayt seintegré ala Universidad de Purdue, donde fue profesor y director de la Escue-
la de Ingenieria Eléctrica 'y profesor emérito después de retirarse en 1986. El profesor Hayt fue
miembro de sociedades profesionales como Eta Kappa Un, Tau Beta Pi, Sigma Xi, Sigma Delta
Chi; asimismo, fue miembro de la |EEE, |laASEE y la NAEB. Durante su estancia en Purdue fue
galardonado con numerosos premios de ensefianza, incluyendo el premio a mejor profesor de la
universidad. También aparece en el directorio de grandes maestros de Purdue, que es una exhi-
bicion permanente en el Purdue Memoria Union, dedicada el 23 de abril de 1999. El directorio
contiene los nombres del grupo inaugural de 225 miembros de lafacultad, en el pasado y presente,
gue dedicaron sus vidas a la excelencia en la ensefianza y la erudicion. Fueron elegidos por sus
estudiantes y pares como |os mejores educadores de Purdue.

Nativo de Los Angeles, California, John A. Buck se gradu6é como méster y doctor en ingenieria
eléctrica en la Universidad de California en Berkeley en 1977 y 1982, respectivamente, y como
licenciado en ingenieriaen la Universidad de Californiaen LosAngeles en 1975. En 1982 seinte-
gro alafacultad de la Escuela de Ingenieria Eléctrica e Informética en el Tecnoldgico de Georgia,
donde ha permanecido durante os Ultimos 28 afios. Sus temas de investigacion y publicaciones
se han centrado en los campos de conmutacion ultrarrapida, épticano lineal y comunicaciones de
fibra Optica. Es autor del texto de posgrado Fundamentals of Optical Fibers (Wiley Interscience),
que actualmente ha sido publicada en su segunda edicion. Entre los premios que ha recibido figu-
ran tres galardones de ensefianza del instituto y la Medalla Tercer Milenio de la|EEE. Cuando no
esta conectado a su computadora o confinado en el laboratorio, el Dr. Buck disfruta de lamusica,
el excursionismo y lafotografia.
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PROLOGO

Ya hace 52 afios desde que este libro se publico por primera vez, entonces bajo la autoria sélo de
William H. Hayt, Jr. Como en esa épocayo teniacinco afios, €l libro podia significar poco parami.
Pero todo cambi6 15 afios después, cuando usé la segunda edicién en un curso elemental de elec-
tromagnetismo como estudiante universitario. Recuerdo la sensacién de presentimiento que tuve
al inicio de ese curso, estando consciente de las historias de terror de mis amigos. No obstante, al
abrir por vez primera el libro, me sorprendieron gratamente el estilo amistoso de su redacciony el
enfoque acomedido del tema, que (por 1o menos parami) lo hicieron un libro muy legible, ademas
delo que podiaaprender con poca ayuda de mi profesor. Mientras cursabalauniversidad me referi
bastante a libro, |o ensefié en sus ediciones cuartay quintacomo miembro delafacultad, y terminé
por volverme coautor para las ediciones sextay séptima, cuando Bill Hayt se retir6 (y fallecio).
L os recuerdos que guardo de cuando era un principiante son claros y he intentado preservar €l
estilo accesible que tanto agradeci entonces.

A lolargo de 50 afios el tema de la materia no ha cambiado, pero si su énfasis. En las univer-
sidades, la tendencia contintia hacia la reduccion del nicleo de los cursos de ingenieria eléctrica
en favor de la electromagnética. Me he esforzado en racionalizar la presentacion en esta nueva
edicion para que el estudiante comprenda mas pronto las ecuaciones de Maxwell, de modo que
he agregado mas material avanzado. Muchos de |os primeros capitul os ahora son ligeramente méas
breves que sus contrapartes en la séptima edicion. Esto se ha efectuado al economizar laredaccion,
abreviar muchas secciones o a eliminar muchas por completo. En algunos casos, |os topicos eli-
minados se han transformado en articul os autbnomos y se han ubicado en |a paginaweb, de donde
pueden descargarse. Algunos de |os cambios mas importantes son |os siguientes:

1. El material sobre dieléctricos, antes abordado en el capitulo 6, se ha desplazado a final del
capitulo 5.

2. El capitulo sobre las ecuaciones de Poisson y de Laplace se elimind, preservandose solo
tratamiento unidimensional, que se ha desplazado a final del capitulo 6. El andlisis bidimen-
sional de laecuacion de Laplace y el de los métodos numéricos se ha desplazado ala pagina
web del libro.

3. El tratamiento sobre las guias de onda rectangulares (capitulo 13) se ha ampliado, y ahora
presenta |la metodol ogia de problemas de frontera bidimensional es en ese contexto.

4. Lacaoberturade radiacién y antenas tamnbién se haampliado bastante y ahora constituye todo
el capitulo 14.

A lolargo de todo € texto se han integrado casi 130 problemas nuevos; para algunos de éstos
he escogido problemas “clasicos’, particularmente buenos, de las primeras ediciones. También he
adoptado un sistema en €l que € nivel de dificultad aproximado esta indicado al lado de cada pro-
blema de acuerdo con una escala de tres niveles. Los problemas con nivel inferior se consideran de
solucion directa, paralo cual es necesario poco trabajo en el supuesto de que se haya comprendido
el material relacionado; un problema de nivel 2 es conceptualmente més dificil, y/o puede requerir
més trabajo para resolverlo; un problema de nivel 3 se considera conceptualmente dificil o que
puede necesitar un esfuerzo adicional (incluso quiza la necesidad de una computadora) para su
solucion.

Como en la edicion anterior, €l capitulo sobre lineas de transmision (10) es auténomo, y por
tanto puede leerse o cubrirse en cualquier parte de un curso, incluso a principio. Ahi las lineas
de transmision se abordan completamente en el contexto de la teoria de circuitos; los fenémenos
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ondulatorios se introducen y usan exclusivamente en formade voltajesy corrientes. Los conceptos
de inductanciay capacitancia se tratan como parametros conocidos, de modo que no hay depen-
dencia con ningln otro capitulo. Los conceptos de campo y el cédlculo de parametros en lineas de
transmisién aparecen en laparteinicia del capitulo de ondas guiadas (13), donde desempefian los
roles adicionales de ayudar aintroducir |os conceptos de ondas guiadas. L os capitul os sobre ondas
electromagnéticas (11 y 12) mantienen su independenciacon respecto alateoriade lineas de trans-
misién en € sentido de que es posible avanzar desde € capitulo 9 directamente hasta el capitulo
11. Al hacer lo anterior, |os fendmenos de onda se presentan a partir de |os principios béasicos, pero
en e contexto de la onda plana uniforme. El capitulo 11 se refiere a capitulo 10 en sitios en que
éste puede proporcionar una perspectiva adicional, asi como mas detalles. A pesar de €llo, todo
el material necesario para el estudio de las ondas planas sin haber estudiado previamente ondas
de lineas de transmision se encuentra en €l capitulo 11, por si el estudiante o €l profesor deciden
proceder en ese orden.

El nuevo capitul o sobre antenas cubre conceptos de radiacion, con base en el andlisis de poten-
cial retardado del capitulo 9. El andlisis se centraen laantenadipolo, individualmentey en arreglos
simples. La Ultima seccidn cubre sistemas simples de transmisi Gn-recepcion, nuevamente usando
como vehiculo la antena dipolo.

El libro esta disefiado de manera dptima para un curso de dos semestres. Como es evidente,
|os conceptos sobre estatica se recalcan y aparecen primero en la presentacion, pero de nuevo es
posible leer primero € capitulo 10 (lineas de transmision). En un curso simple que destaca el es-
tudio de ladinamica, €l capitulo sobre lineas de transmisién puede cubrirse inicialmente, como ya
se menciond, o en cualquier momento del curso. Una forma para cubrir el material sobre estatica
de manera maés rapida es restar importancia a las propiedades de los materiales (de acuerdo con
la suposicion de que se abordan en otros cursos) y algunos de los temas avanzados. Esto supone
omitir €l capitulo 1 (y asignarlo como lectura de repaso), y omitir las secciones 2.5, 2.6, 4.7, 4.8,
55-5.7,6.3,6.4,6.7,7.6,7.7,85, 8.6,8.8,89y 9.5.

Un complemento de esta edicion es el material basado en Internet, que consta de los articu-
|os mencionados sobre tépicos especiales, ademéas de demostraciones animadas y programas in-
teractivos desarrollados por Natalya Nikolova de la McMaster University y Vikram Jandhyala
de la University of Washington. Sus excelentes contribuciones estan orientadas al texto, y en los
margenes aparecen iconos, siempre que haya un gercicio perteneciente a contexto. Ademas, se
proporcionan cuestionarios parafacilitar €l estudio adicional.

El tema del texto es el mismo desde la primera edicién en 1958. Se usa un enfoque inductivo
consistente con el desarrollo histérico. Ahi las leyes experimental es se presentan como conceptos
individuales que posteriormente se unifican en las ecuaciones de Maxwell. Después del primer
capitulo sobre andlisis vectorial, en el texto se introducen herramientas mateméticas adicionales
seglin es necesario. A lo largo de todas |as ediciones, incluso en ésta, el objetivo principal ha sido
facilitar que los estudiantes aprendan de manera independiente; para facilitarlo se proporcionan
numerosos ejemplos, problemas para resolver (que suelen contar con varias partes), problemas al
final del capitulo y material en el sitio web.

A continuacién de cada uno de los problemas para resolver se proporciona la respuesta, y en
el apéndice G se encuentran las respuestas a los problemas impares presentados al fina de cada
capitulo. Paralos instructores hay disponible un manual de solucionesy un conjunto de diapositi-
vas en PowerPoint que contienen figuras 'y ecuaciones pertinentes. A esto y alos demas materiales
mencionados es posible acceder desde €l sitio en lared:

www.mhhe.com/haybuck

Deseo agradecer la ayuda invaluable de muchas personas que contribuyeron a mejorar esta
edicion, en especia a Glenn S. Smith (Georgia Tech), quien reviso el capitulo sobre antenas y
aporté muchos comentarios y sugerencias valiosos. Sugerenciasy fe de erratas valiosa fueron pro-
porcionadas por CLive Woods (Lousiana State University), Natalya Nikolovay Don Davis (Geor-
gia Tech). Comprobaciones precisas de los nuevos problemas fueron realizadas por Todd Kaiser
(Montana State University) y Steve Weis (Texas Christian University). Otros revisores proporcio-
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naron comentarios y sugerencias detallados a inicio del proyecto; muchas sugerencias afectaron
el resultado. Algunas de estas personas fueron:

Sheel Aditya: Nanyang Technological University, Singapore

Yaqub M. Amani: SUNY Maritime College

Rusnani Ariffin: Universiti Teknologi MARA

Ezekiel Bahar: University of Nebraska Lincoln

Stephen Blank: New York Institute of Technology

Thierry Blu: The Chinese University of Hong Kong

Jeff Chamberlain: Illinois College

Yinchao Chen: University of South Carolina

Vladimir Chigrinov: Hong Kong University of Science and Technology

Robert Coleman: University of North Carolina Charlotte

Wilbur N. Dale

Ibrahim Elshafiey: King Saud University

Wayne Grassel: Point Park University

Essam E. Hassan: King Fahd University of Petroleum and Minerals

David R. Jackson: University of Houston

Karim. Kabalan: American University of Beirut

Shahwan Victor Khoury, Professor Emeritus: Notre Dame University,
Louaize-Zouk Mosbeh, L ebanon

Choon S. Lee: Southern Methodist University

Mojdeh J. Mardani: University of North Dakota

Mohamed Mostafa Morsy: Southern Illinois University Carbondale

Sima Noghanian: University of North Dakota

W.D. Rawle: Calvin College

Gonul Sayan: Middle East Technical University

Fred H. Terry: Professor Emeritus, Christian Brothers University

Denise Thorsen: University of Alaska Fairbanks

Chi-Ling Wang: Feng-Chia University

También agradezco la retroalimentacion y todos |os comentarios de estudiantes, demasiados para
referirlos aqui, e incluso aquellos que entraron en contacto conmigo desde lgjos. Sigo estando
abierto y agradecido por esta realimentacién, y pueden entrar en contacto conmigo a través del
correo electrénico john.buck@ece.gatech.edu. Se hicieron muchas sugerencias que considero
constructivas y razonables. Lamento no haber incorporado todas debido a restricciones tempo-
rales. La elaboracion de este libro constituy6 un gran esfuerzo en equipo en el que participé mu-
cha gente de McGraw-Hill, entre ellos mi editor Raghu Srinivasan, y €l editor patrocinador Peter
Massar, cuyas vision y aiento fueron invaluables; Robin Reed, quien definitivamente coordiné
la fase de produccion con ideas y entusiasmo excelentes; Darlene Schueller, quien fue mi guiay
conciencia desde € principio, y proporciond puntos de vista valiosos y discrepé conmigo en los
hechos cuando fue necesario. La tipografia fue supervisada por Vipra Fauzdar y Glyph Interna-
tional, que acudieron ala mejor editora de copias que he conocido, Laura Bowman. Diana Fouts
(Georgia Tech) puso en préctica su enorme habilidad artistica para disefiar la portada, como hizo
paralas dos ediciones anteriores. Por Ultimo, estoy, como suele ser en estos proyectos, agradecido
con mi familia por su pacienciay su apoyo, y en especial con mi hijaAmanda, quien ayudo en la
preparacion del manuscrito.

John A. Buck
Marietta, Georgia
Diciembre de 2010

En laportada: patrones deintensidad radiada para una antena dipol o, que muestran los casos en los
gue lalongitud de ondaesigual alalongitud global delaantena(rojo), adostercios delalongitud
de laantena (verde) y alamitad de lalongitud de la antena (azul).
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Recur sos complementarios

Esta obra cuenta con un conjunto de complementosy herramientas que apoyan el proceso de ense-
flanza-aprendizaj e, para mayores informes consulte a su representante de McGraw-Hill local.



CAPIiTULO

Analisis vectorial

mateméticos que los ingenieros. Sin embargo, muchos estudiantes de ingenieria de penuilti-

mo Yy Ultimo afios de licenciatura no han tenido el tiempo (o quizalainclinacion) de tomar
un curso de andlisis vectorial, aunque es probable que varios de los conceptos elementales de
vectores y sus operaciones les hayan sido presentados en los cursos de célculo. Estos conceptos
fundamentales y sus operaciones se explican en este capitulo, y el tiempo que se les dedique de-
pendera de | as bases precedentes.

El enfoque de este texto es el de un ingeniero o un fisico y no el de un matematico, ya que
las demostraciones se bosguejan en vez de exponerse rigurosamente y se destaca la interpretacion
fisica. Esmésfacil paralosingenierostomar cursos méas rigurososy completos en el departamento
de mateméti cas después de haber estudiado algunos esquemas fisicos y sus aplicaciones.

El andlisis vectoria es una tagquigrafia matemética. Contiene algunos simbol os nuevos, algu-
nas reglas nuevas y, como la mayor parte de los nuevos campos de estudio, demanda concentra-
cion, atencion y practica. Los problemas de repaso, que se presentan por primeravez a fina de la
seccién 1.4, deben considerarse como parte integral del texto.

Todos deberan resolverse. No deben presentar dificultad si el material que acompafia esta sec-
cion del texto ha sido comprendido por completo. Se requiere un poco més de tiempo para “leer”
de estamanera el capitulo, pero lainversion en tiempo produciré buenos dividendos. |

1.1 ESCALARES Y VECTORES

El término escalar se refiere a una cantidad cuyo valor puede representarse con un simple nimero
real (positivo o negativo). Lasliteraesx, yy z en dgebralas utilizamos basicamente como escala-
res, y las cantidades que representan también o son. Si hablamos de un cuerpo que cae una distan-
ciaL enuntiempot, o delatemperatura T en cualquier punto en un tazén de sopa cuyas coorde-
nadasson x, yy z, entoncesL, t, T, X, y y zson escalares. Otras cantidades escalares son lamasa, la
densidad, la presion (pero no lafuerza), el volumen, laresistividad volumétricay el voltgje.

Una cantidad vectorial tiene tanto magnitud® como direccion en e espacio. Sélo serén de
interés |os espacios de dos y tres dimensiones, aunque en aplicaciones mas avanzadas | 0s vectores
pueden definirse en espacios de n dimensiones. Lafuerza, lavelocidad, la aceleracién y unalinea
recta que van de laterminal positiva a la negativa de un acumulador son gjemplos de vectores. A
cada cantidad la caracterizan tanto una magnitud como una direccion.

Los campos escalares y vectoriales seran de mayor importancia. Un campo (escalar o vecto-
rial) puede definirse mateméticamente como la funcién de un vector que conecta un origen arbi-
trario con un punto cualquiera en €l espacio. Generalmente asociamos agun efecto fisico con un
campo, como la fuerza sobre la aguja de una brijula en el campo magnético delaTierrao el mo-
vimiento de las particulas de humo en el campo que define el vector velocidad del aire en alguna

E | andlisis vectorial es un campo de las matemaéticas que imparten con mayor formalidad los

1 Se adopta la convencion de que “ magnitud” implica“valor absoluto”; por tanto, la magnitud de cualquier cantidad es
siempre positiva.
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region del espacio. Es necesario observar que el concepto de campo invariablemente se relaciona
con una region. Algunas cantidades se definen en cada punto de una region. Tanto los campos
escalares como los vectoriales tienen una existencia real. La temperatura de un tazén de sopay
la densidad en cualquier punto de la Tierra son gy emplos de campos escalares. Los ejemplos de
campos vectoriales son los campos gravitacional y magnético de laTierra, el gradiente de voltgje
enun cabley el gradiente de temperaturaen lapuntade un cautin. En general, €l valor de un campo
variatanto con la posicion como con el tiempo.

En este libro, asi como en muchos otros que utilizan la notacion vectorial, indicaremos los
vectores con negritas: A. Los escalares se escribiran en letras cursivas. A. Cuando escribimos
manua mente, acostumbramos dibujar una raya o una flecha sobre la letra que la representa para
mostrar el carécter vectoria de la cantidad. (Precaucion: Esta es la primera trampa. Una notacion
incorrecta, como laomision de laraya o de la flecha para un vector, esla principa causa de error
en el andlisis vectorial.)

1.2 ALGEBRA VECTORIAL

Con las definiciones de vectores y campos vectoriales que se han establecido procederemos a
definir las reglas de la aritmética, del dlgebray, posteriormente, del calculo vectorial, respectiva-
mente. Ciertasreglas seran similaresalas del dlgebraescalar; otras, ligeramente diferentes, y otras,
enteramente nuevas.

Para empezar, la sumavectorial sigue laley del paralelogramo. Lafigura 1.1 muestralasuma
de dos vectores, A y B. Esfacil observar que A + B = B +A, es decir, que la suma de vectores
tiene la propiedad conmutativa.

La suma vectorial también tiene la propiedad asociativa,

A+(B+C)=(A+B)+C

Obsérvese que cuando un vector se dibuja como una flecha de longitud finita, su localizacion
ladefine lacoladelaflecha

L os vectores coplanares 0 vectores que pertenecen a un plano coman, como |os que muestra
lafigura 1.1, y que estan sobre el plano del papel, pueden agregarse también expresando cada
vector en términos de sus componentes “horizontal” y “vertical” y sumando las componentes
correspondientes.

L os vectores en tres dimensiones pueden, asimismo, sumarse expresando cada uno de ellos
en términos de sus componentes y sumando vectorialmente éstas a los términos correspondientes.
Se encontraran ejemplos de estos procesos de adicion después de estudiar |as componentes vecto-
rialesen laseccion 1.4.

Lareglaparalaresta de vectores se define facilmente con respecto ala suma, dado que siem-
pre se puede expresar A — B como A + (—B); €l signo o la direccién del segundo vector se invier-
ten, y entonces este vector se sumaal primero siguiendo lareglade laadicion vectorial.

L os vectores pueden multiplicarse por escalares. Cuando €l escalar es positivo, la magnitud
del vector cambia, pero no su direccion. Sin embargo, la direccion se invierte al multiplicarla por
un escalar negativo. La multiplicacion de un vector por un escalar también tiene las propiedades
asociativay distributiva del dgebra, es decir,

M e

B

Figura 1.1 Dos vectores pueden sumarse graficamente dibujandolos
desde un origen comun y completando el paralelogramo o haciendo
que el segundo vector comience en la punta del primero y completan-
do el triangulo; cada uno de estos métodos es faciimente generalizado
para el caso de tres 0 mas vectores.
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r+s)f(A+B)=r(A+B)+sA+B)=rA+rB+sA+sB

Ladivisién de un vector por un escalar es simplemente la multiplicacion por e reciproco de
dicho escalar.

Lamultiplicacién de un vector por un vector se estudiara en las secciones 1.6 y 1.7. Decimos
gue dos vectores son iguales si su diferenciaescero, 0A =Bs A-B = 0.

Cuando utilizamos campos vectoriales se suman o restan siempre que estén definidos en €l
mismo punto. Por gemplo, el campo magnético total alrededor de un peguefio iman de herradura
aparecera como la suma de los campos que producen la Tierray el iman permanente; es decir, €l
campo total en cualquier punto esla suma de los campos individuales en dicho punto.

De cualquier manera, si ho consideramos un campo vectorial podemos sumar o restar vecto-
res que no estén definidos en el mismo punto. Por ejemplo, la sumade lafuerza gravitacional que
actla sobre un hombre de 150 Ibf (libras-fuerza) en el Polo Nortey la que actla sobre un hombre
de 175 |bf en el Polo Sur puede obtenerse trasladando cada vector fuerzaa Polo Sur antes de hacer
lasuma. Laresultante es unafuerza de 25 Ibf dirigida haciael centro delaTierraen el Polo Sur; si
gueremos hacer dificiles las cosas podemos describir la fuerza como 25 Ibf alejandose del centro
delaTierra (o “haciaarriba’), en el Polo Norte.?

1.3 SISTEMA DE COORDENADAS
RECTANGULAR

Para describir con precision un vector deben darse algunas longitudes especificas, direcciones,
angulos, proyecciones o componentes. Existen tres métodos sencillos para hacerlo, y cerca de
otros ocho o diez métodos que resultan Utiles en casos muy especiales. Utilizaremos Gnicamente
los tres métodos sencillos, y el més sencillo de éstos es el del sistema de coordenadas cartesianas
o rectangulares.

En el sistema de coordenadas cartesianas se utilizan tres € es coordenados perpendicul ares en-
tresi, llamados gje x, y y z. Se acostumbra elegir un sistema de coordenadas de mano derecha en el
cual unarotacion (que describe un pequefio angulo) del eje x haciael gjey causaria que un tornillo
derecho avanzara en la direccion del gje z. Los dedos de la mano derecha, pulgar, indice y medio,
pueden identificarse con los gjes X, y y z, respectivamente. La figura 1.2a) muestra un sistema de
coordenadas cartesianas de mano derecha.

Lalocalizacion de un punto se hace por medio de sus coordenadas x, y y z. Estas son, respec-
tivamente, las distancias desde el origen a la interseccion de lineas perpendiculares trazadas del
punto alos gjesx, y y z. Un método opcional parainterpretar los valores de las coordenadas, y que
corresponde a que debe usarse en todos |0s demas sistemas de coordenadas, es considerar €l punto
como lainterseccion de tres superficies, los planos x = constante, y = constantey z = constante,
siendo las constantes los val ores de | as coordenadas del punto.

Lafigura 1.2b) muestralos puntos Py Q, cuyas coordenadas son (1, 2, 3) y (2, -2, 1), res-
pectivamente. Por consiguiente, el punto P se localiza en lainterseccion delos planosx = 1,y
= 2y z = 3, mientras que el punto Q selocalizaen lainterseccion delosplanosx = 2,y = -2,
z=1

A medida encontramos otros sistemas de coordenadas en las secciones 1.8 y 1.9, esperamos
encontrar puntos que se localicen en la interseccion comin de tres superficies, no necesariamente
planos, pero que sigan siendo mutuamente perpendiculares en €l punto de interseccion.

Si visualizamos lainterseccion de tres planos en cual quier punto P, cuyas coordenadas sean X,
y'y z, podemos incrementar el valor de cada coordenada por una cantidad diferencial y obtenerse
tres planos ligeramente desplazados que se intersecten en un punto P’, cuyas coordenadas serén
X+ dx,y + dyy z + dz Los seis planos definen un paral el epipedo rectangular cuyo volumen es
dv = dxdydz; las superficies tienen diferenciales de areas dS definidas como dxdy, dydz y dzdx,

2 Algunos han hecho notar que la fuerza debe describirse en el ecuador como si siguiera una direccion “norte”. Tienen
razén, pero ésa es una explicacion redundante.
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Plano x=0
Planoy=0 )
_Origen
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Planoz=0
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Volumen = dx dy dz=
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Figura 1.2 a) Un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha. Si los dedos
doblados de la mano derecha indican la direccion de giro por medio de la cual el eje x se
haria coincidir con el eje y, el pulgar muestra la direccion del eje z. b) Localizacion de los
puntos P(1, 2, 3) y Q(2, -2, 1). ¢) Elemento diferencial de volumen en coordenadas carte-
sianas; dx, dy y dz son, en general, diferenciales independientes.

respectivamente. Por Ultimo, ladistanciadL de P aP’ esladiagonal del paralelepipedoy tiene una
longitud de

Vdx? + (dy)? + (dz)?.

El elemento diferencia de volumen lo muestralafigura1.2c); € punto P’ estaindicado, pero
el punto P selocalizaen la Unicaesquinainvisible.

Todo esto es familiar desde la perspectiva de la trigonometria o de la geometria del espacio,
y hasta ahora involucra (inicamente cantidades escalares. En la siguiente seccidn describiremos
vectores en términos de un sistema de coordenadas.

1.4 COMPONENTES VECTORIALES
Y VECTORES UNITARIOS

Para describir un vector en un sistema de coordenadas cartesianas se considera primero un vector
r que parte desde el origen. Una manera | 6gica de identificar este vector es proporcionar las tres
componentes vectoriales, que se encuentran alo largo de los tres gjes coordenados y cuya suma
vectorial debe ser igual al vector dado. Si las componentes vectoriales de un vector r sonx, yy z,
entoncesr = X + y + z. Las componentes vectoriales se muestran en lafigura 1.3a). En vez de
un vector ahora tenemos tres, pero esto significa un paso hacia adelante porque los tres vectores
son de naturaleza muy sencillay cada uno se orienta siempre alo largo de uno de los €gjes coor-
denados.



1.4 Componentes vectoriales y vectores unitarios

r=x+y-+z

a) b)

0(2,-2,1)

9]

Figura 1.3 a) Componentes vectoriales x, y y z del vector r. b) Los vectores
unitarios del sistema de coordenadas cartesianas tienen magnitud unitaria y se
dirigen hacia donde aumentan los valores de las respectivas variables. c) El vec-
tor Rpq es igual al vector diferencia rq —tp.

En otras palabras, las componentes vectorial es tienen una magnitud que dependen del vector
dado (tal como €l r citado antes), pero cada una tiene una direccién constante conocida.

Esto sugiere el uso de vectores unitarios, |os cuales tienen magnitud unitaria por definicion;
son paralelos alos gjes coordenados y se orientan en la direccién de los mismos. Reservaremos el
simbolo a paraun vector unitario y seidentificasu direccién con un subindice apropiado. Entonces
ax, 8y Y a; son los vectores unitarios en el sistema de coordenadas cartesi anas.® Son dirigidos alo
largo delos gjes x, Yy z, respectivamente, como o muestralafigura 1.3b).

Si la componente vectoria y tiene una magnitud de dos unidades y se dirige hacia donde
aumentan los valores de y, se debera escribir entoncesy = 2ay. Un vector rp que apunta desde €l
origen aun punto P(1, 2, 3) se escribe como rp = ax + 2ay + 3a,. El vector desde el punto P aQ
se puede obtener aplicando laregla de lasumavectorial. Estaregla muestra que el vector desde el
origen aP mésel vector desde P aQ esigual al vector desde el origen aQ. El vector deseado desde
P(1, 2,3) aQ(2, -2, 1) es, por tanto,

Rpg=rqo-rp=(2-1ax+ (-2-2)ay + (1-3a,
=ay—4ay—2a,
Losvectoresrp, o Y Rpg Se muestran en lafigura 1.3c).

Este Ultimo vector no empieza en el origen, como lo hacia el vector r que consideramos al
principio. Sin embargo, hemos aprendido que |os vectores que tienen la misma magnitud y misma

3 Lossimbolosi, j y k también se usan cominmente para los vectores unitarios en coordenadas cartesianas.
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direccion son iguales, asi que para ayudar al proceso de visualizacion tenemos la libertad de des-
plazar cualquier vector hasta el origen, antes de determinar sus componentes vectoriales. Desde
luego, el paralelismo se debe mantener durante el proceso de desplazamiento.

Si consideramos un vector fuerza F en vez de cualquier otro vector, excepto uno de despla-
zamiento tal como el vector r, e problema radica en proporcionar |etras apropiadas para las tres
componentes vectoriales. No seria apropiado llamarlas x, y y z, pues representan desplazamientos
o distancias dirigidas, medidas en metros (abreviado m) o alguna otra unidad de longitud. El pro-
blema se evita usando componentes escalares, simplemente [lamadas componentes Fy, Fy y F..
Las componentes son las magnitudes, con signo positivo o negativo, de las componentes vecto-
riales. Escribimos entonces F = Fya, + Fyay + F,a,. Las componentes vectoriales son F,ay, Fyay
y Fza,.

Asi cualquier vector B dado, se puede describir por B = Byayx + Byay + B.a,. Lamagnitud de
B, denotada por |B| o simplemente B, esta dada por

|B| = /B2 + B2 + B? (1)

Cada uno de los tres sistemas coordenados que estudiaremos tendra tres vectores unitarios
fundamentales y mutuamente ortogonales, los cuales se utilizaran para descomponer cualquier
Vector en sus componentes vectoriales. Sin embargo, 10s vectores unitarios no se limitaran a esta
aplicacion. A menudo es Util saber cdmo escribir un vector unitario que tenga una direccion es-
pecifica. Esto es muy sencillo, pues un vector unitario en una direccién dada es simplemente
un vector en esa direccion dividido entre su magnitud. Un vector unitario en la direccion r es
r/y/x2 + y2 4+ z2, y un vector unitario en ladireccién del vector B es

B

ap = ——— = — 2
/B2 + B2+ B2 Bl @)

=

Especificar el vector unitario dirigido desde el origen haciael punto G(2, -2, -1).

Solucién. Como primer paso construiremos un vector que se extienda desde €l origen hasta el
punto G,

G =2a-2a,—a

Entonces encontramos la magnitud de G,

Gl = V@2 + (=27 + (-1 =3
y, por ultimo, se expresa el vector unitario deseado como €l cociente

=G _2, 2
39X 3

a, — 1a, = 0.667a, — 0.667a, — 0.333a,

Es deseable escoger un simbol o que identifique un vector unitario de modo que su caracter sea
inmediatamente captado. Los simbolos que se han utilizado son ug, ag, 1g, 0 incluso b. Se usara
consistentemente la letra mindscula a con un subindice apropiado.

[Nota: A lolargo del texto aparecen problemas de repaso después de |as secciones en las que
Se presenta un nuevo principio, asi €l estudiante examinara por si mismo su comprension de las
ideas bésicas. Los problemas son Utiles para que se familiaricen con los nuevos términos e ideas,
por tanto, todos deben resolverse. Al final de los capitulos hay problemas méas generales. Las res-
puestas alos problemas se dan en el mismo orden que las partes del problema.]



1.6 Producto punto

R1.1. Dadoslos puntos M(—1, 2, 1), N(3, =3, 0) y P(=2, =3, —4), encontrar: a) Ryn;
b) Rmn + Rwp; ©) [rwvl; d) ave; €) [2rp — 3ry|

Respuestas. 4a,— 5ay — a5 3ay— 10a, — 63, 2.45; —0.14a,— 0.7a, — 0.7a,; 15.56

1.5 CAMPO VECTORIAL

Hemos definido el campo vectorial como una funcién vectorial de un vector posicion. En general,
lamagnitud y direccion de lafuncidn cambiaran conforme se esté moviendo através de laregion,
y €l valor de la funcién vectorial debe determinarse a partir de los valores de las coordenadas del
punto en cuestién. Como se ha considerado solamente un sistema de coordenadas cartesianas,
esperamos que el vector sea unafuncion delasvariablesx,yy z

Si representamos nuevamente €l vector posicion como r, entonces el campo vectorial G se
puede expresar en notacion funcional como G(r); un campo escalar T se escribe T(r).

Si inspeccionamoslavelocidad del agua de mar en algunaregién cercanaalasuperficie donde
las mareas y las corrientes son importantes, podriamos representarla por medio de un vector velo-
cidad, que tendriacualquier direccion, incluso haciaarribao haciaabajo. Si se escoge el ge zhacia
arriba, el gex endireccion norte, €l gjey en direccion oestey el origen en lasuperficie, tenemosun
sistema de coordenadas de mano derechay el vector velocidad se puede escribir como: v = vay +
Way + Va8, 0 V(r) = W(r)ax + w(r)ay + v4r)a, en donde cada componente vy, vy y Vv, puede ser
unafuncion de lastres variables x, yy z.

Si el problema se simplifica, suponiendo que estamos en alguna porcién de la corriente del
Golfo donde el agua se mueve solo hacia el norte, entonces vy y v, son cero. Ademas, es posible
hacer més suposiciones parasimplificar si declinalavelocidad segin la profundidad y cambiamuy
lentamente conforme nos movemos al norte, al sur, este u oeste. Una expresion apropiada podria
ser v = 2e71%%,. Con esta expresion se obtiene una velocidad de 2 m/s en la superficie y una ve-
locidad de 0.368 x 2, 0 0.736 m/s, auna profundidad de 100 m (z = —100). Lavelocidad contindia
disminuyendo con la profundidad mientras |a direccion permanece constante.

R1.2. Un campo vectorial S puede expresarse en coordenadas rectangulares como S =
{125/ [(x— 1) + (Y= 2)* + (z+ 1)7}{(x— Dax + (Y- 2ay + (z + 1)a}. a) Evaluar Sen
P(2, 4, 3). b) Determinar un vector unitario que proporcione ladireccion de Sen P. c) Espe-
cificar lasuperficief(x, y, 2) enlaque |S/= 1.

Respuesta. 5.95a, + 11.90a, + 23.8a, 0.218a, + 0.436a, + 0.873a;
VE—12+@-22+@E+1)2=125

1.6 PRODUCTO PUNTO

Aqui consideramos €l primero de dos tipos de multiplicacion vectorial. El segundo tipo se estudia-
raen laseccion siguiente.

Dados dos vectores A y B, € producto punto o producto escalar se define como el producto
de lamagnitud de A, lamagnitud de B y €l coseno del angulo menor entre ellos,

| A-B = |Al|B| cos 6,5 | €)

El punto que aparece entre los dos vectores debe remarcarse para enfatizar en él. El producto
escalar o producto punto, que es un escalar, como lo implica uno de sus nombres, obedece alaley

conmutativa,
A-B=B-A (4)



CAPITULO 1 Andlisis vectorial

puesto que €l signo del angulo no afecta el término del coseno. La expresion A - B se lee “A
punto B”.

Quiz& la aplicacion més coman del producto punto sea en mecanica, donde una fuerza cons-
tante F aplicada sobre un desplazamiento L produce una cantidad de trabajo FL cos 6, que se
escribe més sencillamente como F - L. Podemos anticipar uno de los resultados del capitulo 4
sefialando que s la fuerza varia alo largo de la trayectoria es necesario realizar una integracion
para obtener el trabgjo total, y el resultado se convierte en

Trabajo :/F-dL

Puede tomarse otro ejemplo de los campos magnéticos. El flujo total @ que atraviesa una su-
perficie de drea Sestadado por BSsi ladensidad de flujo magnético B es perpendicular alasuperficie
y uniforme sobre ella. Definimos el vector de superficie S como aquel cuya magnitud es el drea
geométrica de la superficie y cuya direccion es normal ala superficie (por e momento se evitard
el problemade cudl de las dos posibles normales debe elegirse). El flujo que atraviesala superficie
es por consiguiente B - S. Esta expresion es valida para cualquier direccion deladensidad de flujo
magnético uniforme. Si la densidad de flujo no es constante sobre la superficie, €l flujo total es
@ = [ B-dS. Eneél capitulo 3 se presentan integrales de esta forma general cuando estudiemos la
densidad de flujo eléctrico.

Determinar el angulo entre dos vectores en un espacio tridimensiona es una tarea que con
frecuencia preferimos evitar. Por esta razon, la definicién de producto punto en general no se uti-
lizaen su formabésica. Se obtiene un resultado mas (til al considerar dos vectores expresados en
componentes cartesianos como A = Aay + Ajay + A, y B = Byax + Byay + Ba,. El producto
punto también obedece la ley distributiva y, por tanto, A - B produce la suma de nueve términos
escalares, cada uno de los que involucra el producto punto de dos vectores unitarios. Puesto que
el angulo entre dos vectores unitarios diferentes es 90° en el sistema de coordenadas cartesianas,
tenemos:

QA =ay = { = =y =a-a=0

Los tres términos restantes incluyen el producto punto de un vector unitario por si mismo, lo
cual da como resultado la unidad. Finalmente, se obtiene;

A-B=A,B, +A,B, +A.B, (5)

gue es una expresion que no incluye angulos.
Un vector multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado € cuadrado de la
magnitud, es decir:

AA=4%=|AP] (6)
B B
OBa gBa
a a
B-a (B-a)a
a) b)

Figura 1.4 a) La componente escalar de B en la direccion del vector unitario a
es B - a. b) La componente vectorial de B en la direccion del vector unitario a es
(B - a)a.
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y cualquier vector unitario multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado la uni-
dad,

anaan=1

Una de las aplicaciones mas importantes del producto punto consiste en encontrar la com-
ponente de un vector en una direccion dada. Si se observa la figura 1.4a), podemos obtener la
componente (escalar) de B en la direccion que especifica el vector unitario a como:

B - a= |B||al cos 6ga = |B| COS g

El signo de la componente es positivo si 0 =6, = 90° y negativo cuando 90° = g, = 180°.

Para obtener la componente vectorial de B en ladireccion de a, multiplicamos la componente
(escalar) por a, como seilustraen lafigura 1.4b). Por giemplo, la componente de B en ladireccion
de a, esB - a, = By y lacomponente vectorial es Bya, 0 (B - ay)ay. Por tanto, € problema de en-
contrar lacomponente de un vector en cualquier direccidn deseada se convierte en el problemade
encontrar un vector unitario en esa direccion, y eso siempre podemos hacerlo.

El término geométrico proyeccidn también se expresa con €l producto punto. De esta manera
B - aresulta ser la proyeccion de B en ladireccion de a.

Con lafinalidad de ilustrar estas definiciones y operaciones, considérese el campo vectorial G =
yay — 2.5xay + 3a,y € punto Q(4, 5, 2). Deseamos encontrar: G en Q; la componente escalar de
G enQenladireccion deay = %(Zax + a, — 2a.); la componente vectorial de G en Q en la
direccion de ay; y, por Gltimo, el angulo 6, entre G(rq) Y an.

Solucién. Sustituyendo las coordenadas del punto Q en laexpresion de G, tenemos
G(rq) = 5a,— 10ay + 3a,
Posteriormente encontramos la componente escalar. Utilizando el producto punto tenemos
G-ay = (5a, — 10a, +3a,) - 1(2a, +a, —2a,) = (10— 10 —6) = -2

La componente vectorial se obtiene multiplicando |la componente escalar por €l vector unitario en
ladireccion ay,

(G-ay)ay = —(2)%(2ax +a, —2a;) = —1.333a, —0.667a, + 1.333a,
El angulo entre G(rq) y an se obtiene de

G-ay = |G]| cos b5,
-2 =V25+ 100 + 9cos b5,

Oq = cos =99.9°

172
V134

R1.3. Lostres vértices de un tridngul o se encuentran en A(6, -1, 2), B(-2, 3,-4) y C(-3, 1,
5). Encontrar: a) Rag; b) Rac; €) € angulo Ozac en el vértice A; d) la proyeccion (vectorial)
de Rag en Rac.

Respuesta. —8a, + 4a, — 6az, —9a, + 2a, + 3a, 53.6°; —5.94a, + 1.319a, + 1.979a,
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1.7 PRODUCTO CRUZ

Dados dos vectores A y B, ahora definimos el producto cruz o producto vectorial de Ay B, que se
indicapor medio de unacruz entre estos vectorescomo A x By selee“A cruz B”. El producto cruz
de los vectores A x B es un vector; lamagnitud de A x B esigual a producto de las magnitudes
deA, By el seno del angulo mas pequefio que forman losvectores A y B; ladireccion de A x B es
perpendicular a plano que contieneaA y aB, y estaalo largo en la direccion en laque avanzaria
un tornillo derecho si A segirarahaciaB. Estadireccion seilustraen lafigura 1.5. Recuérdese que
cada vector puede ser desplazado a voluntad, manteniendo una direccion constante, hasta que los
dos vectores tengan un “origen coman” . Esto determinaal plano que contiene aambos. Sin embar-
go, en lamayor parte de las aplicaciones se trabajara con vectores definidos en €l mismo punto.
Como ecuacioén, podemos escribir:

A x B = ay|A| [B|sen6,p | 7)

donde una explicacion adicional, semejante a la que se dio antes, se requiere para determinar la
direccién del vector unitario a. El subindice significala“normal”.

Si seinvierte el orden de los vectores A y B resulta un vector en ladireccion opuestaala del
vector unitario B x A, y vemos que el producto cruz no es conmutativo puesto que B x A = —(A
x B). Si ladefinicion del producto cruz se aplica alos vectores unitarios ay y ay, encontramos que
ay X ay = &, pues cada vector tiene una magnitud unitaria, los dos vectores son perpendiculares,
y larotacion de ay hacia ay indicala direccion positiva de z por la definicion del sistema de coor-
denadas de mano derecha. De manera similar a, x a, = axy &, x ax = ay. Observe la simetria
afabética. Entanto lostresvectores ay, a, y a, Se escriban en orden (y suponiendo que aay le sigue
az, como tres elefantes en circulo, agarrados de sus colas, de modo que también se pueda escribir
ay, 8z, ay 0 &, 8y, ay), entonces lacruz y el signo igual se pueden colocar en uno u otro de los dos
espacios vacantes. En realidad, ahoraes méasfacil definir un sistema de coordenadas cartesianas de
mano derecha diciendo que a, X ay = a,.

Un gemplo sencillo del uso del producto cruz se puede tomar de lageometria o latrigonome-
tria. Encontrar el area de un paralelogramo requiere multiplicar el producto de las longitudes de
loslados adyacentes por el seno del angulo entre ellos. Cuando se usalanotacion vectoria paralos
dos lados, entonces se puede expresar el area (escalar) como lamagnitud de A x B o |A x B|.

El producto cruz se puede usar como reemplazo de laregla de la mano derecha, familiar para
todoslos ingenieros eléctricos. Considérese la fuerza sobre un conductor recto de longitud L, don-
deladireccién asignadaal corresponde aladireccion delacorriente estable |, en presenciade un
campo magnético uniforme de densidad de flujo B. Por medio de la notacion vectorial podemos

2/

A

043 B

1A><B

Figura 1.5 Ladireccion de A x B esta en
la direccién de un tornillo de rosca derecha
cuando A se gira hacia B.
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escribir sencillamente el resultado como F = IL x B. Estarelacion se obtendra posteriormente en
el capitulo 9.

Laevaluacion del producto cruz por medio de su definicion resulta més laboriosa que la eva
luacion del producto punto por medio de su definicidn, pues no solo debemos encontrar el angulo
entre los vectores, sino también una expresion para el vector unitario ay. Estatarea se puede evitar
usando componentes cartesianos paralosdosvectoresA y B y desarrollando el producto cruz como
una suma de nueve productos cruz simples, donde cada uno involucra dos vectores unitarios,

A xB = ABaxxax+ AByayxa, + ABayxa,
+ AB,ay x ay + AByay x ay + ABa,x a,
+ ABa; x ax + ABya, x a, + ABa,x a,

Ya hemos demostrado que ay x a, = 8, ay X 8, = axy @, X a = ay. Los tres términos res-
tantes son cero, pues el producto cruz de cualquier vector por si mismo es cero, dado que €l angulo
entre ellos es cero. Estos resultados se pueden combinar para dar:

A x B = (AB;— ABy)a, + (ABx— ABj)ay + (ABy— AB))a, (8)

0 pueden escribirse en forma de un determinante que resulta mucho més facil de recordar:

a, a, a
AxB=|A, A, A, (9)
B, B, B.

Entonces, si A = 2a,— 3a, + a,y B = —4a,—2a, + 5a,, tenemos que

a, a, a;
2 -3 1

—4 -2 5

[(=3)5) — (A(=Da, —[2)(5) — (H(—=Dlay + [(2)(=2) — (=3)(—4)]a,
—13a, — 14a, — 16a,

A XxB

R1.4. Lostresvértices de un triangulo localizan en: A(6, -1, 2), B(-2, 3, -4) y C(-3, 1, 5).
Encuéntrese: a) Rag X Rac; b) €l area del triangulo; ) un vector unitario perpendicular al
plano en el cual selocaliza el triangulo.

Respuesta. 243, + 78a, + 20a, 42.0; 0.286a, + 0.928a, + 0.238a,

1.8 OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS:
COORDENADAS CILINDRICAS CIRCULARES

En general, € sistema de coordenadas cartesianas es € que més prefieren los estudiantes para
resolver todos los problemas. Esto implica con frecuencia un mayor trabajo, ya que muchos pro-
blemas poseen un tipo de simetria que requiere un tratamiento mas |égico. Es més fécil esforzarse
de una vez por todas para familiarizarse con las coordenadas esféricas y cilindricas en vez de
aplicar después un esfuerzo igual 0 mayor en cada problema que incluya simetria cilindrica y
esférica. Teniendo esto en mente, estudiaremos con detalle'y sin prisaslas coordenadas cilindricas
y esféricas.

El sistema de coordenadas cilindricas es la version en tres dimensiones de las coordenadas
polares de la geometria analitica plana. En coordenadas polares se localiza un punto en un plano
dando su distancia p al origen'y €l angulo ¢ entre lalinea desde €l punto al origen'y un ge radia

11
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arbitrario, en €l que setoma ¢ = 0.* En coordenadas cilindricas circulares también especificamos
la distancia z del punto con respecto a un plano de referenciaz = 0 arbitrario perpendicular ala
linea p = 0. Por comodidad, generalmente hacemos referencia a las coordenadas cilindricas cir-
culares sencillamente como coordenadas cilindricas. Esto no debe causar confusién alo largo de
este libro, pero es razonable sefidar que existen otros sistemas de coordenadas, por ejemplo: las
coordenadas cilindricas elipticas, las coordenadas cilindricas hiperbdlicas, las coordenadas cilin-
dricas parabdlicas, entre otras.

Ya no utilizaremos tres gjes como en las coordenadas cartesianas, sino que cada punto de-
bemos considerarlo como la interseccion de tres superficies mutuamente perpendiculares. Estas
superficies son: un cilindro circular (p = constante), un semiplano (¢ = constante) y otro plano
(z = constante). Esto corresponderia alalocalizacion de un punto en un sistema de coordenadas
cartesianas por lainterseccion de tres planos (x = constante, y = constantey z = constante). Las
tres superficies de las coordenadas cilindricas circulares se muestran en la figura 1.6a). Obsérvese
que las tres superficies pueden hacerse pasar por cualquier punto, a menos que éste se encuentre
sobre €l e z, en cuyo caso es suficiente un plano.

Tendran que definirse también tres vectores unitarios, pero yano los dirigiremos alo largo
delos“gjes coordenados’, ya que éstos existen solo en |as coordenadas cartesianas. En su lugar,
tomaremos en cuenta caracteristicas més generales de los tres vectores unitarios en las coordena-
das cartesianas, y se entendera que se dirigen hacia donde aumentan los val ores de las coordenadas
y que son perpendiculares a la superficie sobre la cual ese valor de la coordenada es constante;
es decir, el vector unitario a, esnormal a plano x = constante y apunta hacia valores crecientes
de x. En formasimilar, definimos ahora tres vectores unitarios en coordenadas cilindricas, a,, a,
y a,.

El vector unitario a, en un punto P(p1, ¢1, z1) se dirige radialmente hacia fuera'y es normal
alasuperficie cilindrica p = p;. Esta contenido en los planos ¢ = ¢,y z = z;. El vector unitario
a, esnormal a semiplano ¢ = ¢, apuntaen ladireccion en que crece el valor de ¢, pertenece al
planoz = z y estangente ala superficie cilindrica p = p;. El vector unitario a, es el mismo que el
vector unitario a, del sistema de coordenadas cartesianas. Lafigura 1.6b) muestralos tres vectores
unitarios en coordenadas cilindricas.

En coordenadas cartesianas, |os vectores unitarios no estén en funcion de las coordenadas.
Sin embargo, dos de los vectores unitarios en coordenadas cilindricas, a, y a4, varian segin la
coordenada ¢, puesto que cambian sus direcciones. Entonces, en la integracion o diferenciacion
con respecto a ¢, a, y ay no deben tratarse como constantes.

De nuevo, |os vectores unitarios son perpendicul ares entre si, ya que cada uno es normal auna
de las tres superficies mutuamente perpendiculares; podemos definir un sistema coordenado cilin-
drico de mano derecha como aquel en el cua a, x a, = a;, 0 (para quienes tienen dedos flexibles)
como aquel en el cua e pulgar, € indicey el dedo medio indican la direccion de crecimiento de
p, by z, respectivamente.

Un elemento diferencial de volumen en coordenadas cilindricas se puede obtener aumentando
losvalores de p, ¢y z por medio de incrementos diferenciales dp, d¢ y dz. Los dos cilindros de
radios py p + dp, losdos planosradiales con &ngulos ¢ y ¢ + d¢ y los dos planos “horizontales’
con “elevaciones’ zy z + dzahoraencierran un volumen pequefio, como lo muestralafigura 1.6c),
gue tiene laforma de una cufia truncada. A medida que el elemento diferencial de volumen sere-
duce, su forma se aproxima ala de un paral elepipedo rectangular cuyos lados son de longitud dp,
d¢ y dz. Debe notarse que dp y dz son dimensionalmente longitudes, pero d¢ no lo es; en cambio,
pd¢ si tiene dimensiones de longitud. Las superficies tienen &reas de p dp d¢, dp dzy p dépdz, y
el volumen es p dp d¢ dz

4 Las dos variables de |as coordenadas polares cominmente se llaman r y 6. Con tres coordenadas, sin embargo, es més
comun usar p paralavariable radial de las coordenadas cilindricasy r paralavariable radial (diferente) de las coorde-
nadas esféricas. También se acostumbra llamar ¢ alavariable angular de |as coordenadas cilindricas, dado que 6 se usa
para un angulo distinto en coordenadas esféricas. El angulo ¢ es el mismo tanto en las coordenadas esféricas como en las
cilindricas.
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a, (P1#1.21)
Z = una constante
N
h Y
a,
P oP Pi 4
1
Pi 2
|
|
A -
i
i
1
=< i
\_/"\\ !
z - 'R \\\:
N
$ = una constante
? £ = una constante
a) b)

z+dz

<)

Figura 1.6 a) Las tres superficies mutuamente perpendiculares de un sistema de coordenadas cilindricas
circulares. b) Los tres vectores unitarios de un sistema de coordenadas cilindrico circular. ¢) Elemento diferen-
cial de volumen en un sistema de coordenadas cilindricas circulares; dp, p d¢y dz son elementos de longitud.

Las variables de los sistemas de coordenadas cilindricas y rectangulares se relacionan facil-
mente unas con otras. Con respecto alafigura 1.7 observamos que

X = pcos¢
y =pseng (10)
2=z

Figura 1.7 Relacion entre las variables cartesianas x,
Y, Zy las variables de coordenadas cilindricas p, ¢, z. No
existe diferencia en la variable z entre los dos sistemas.
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Desde el otro punto de vista, las variables cilindricas podemos expresarlas en términos de x,
yyz

p=vx+y* (p=0)

é=tan'2 (12)

=2z

Se considerara que la variable p es positiva o cero, y por tanto se usa solo € signo positivo parael
radical en (11). El valor correcto del angulo ¢ se determina por inspeccion de lossignosdexy y.
Por gemplo, si x = =3y y = 4, encontramos que € punto esta en el segundo cuadranteen p = 5
y ¢ = 126.9°. Parax = 3y y = -4, tenemos ¢ = —53.1° 0 306.9°, escogiéndose el valor que sea
mas conveniente.

Cuando se utiliza (10) u (11), las funciones escalares dadas en un sistema de coordenadas se
transforman con facilidad al otro sistema.

No obstante, una funcion vectorial en un sistema de coordenadas requiere dos pasos para
transformarlaa otro sistema de coordenadas, porque general mente se necesita un conjunto distinto
de componentes vectoriales. Esto es, podemos tener un vector cartesiano

A =Aa+ Aa,+ Aa,

donde cada componente se escribe como funcién de x, y y z, y necesitamos un vector en coorde-
nadas cilindricas

A=Aa,+ Ay + AR,

donde cada componente se dacomo funcion de p, ¢y z

Para encontrar cualquier componente deseada de un vector, recordemos como se estudio en
el producto punto, que una componente en cierta direccion deseada puede obtenerse tomando el
producto punto del vector y un vector unitario en la direccion deseada. De aqui,

A,=Aa, y Ap=A 3

Al desarrollar estos productos punto tenemos

A, = (Aax+ Aay + Ady) -a,=Aay-a, + Aay- a, (12
Ay = (Adx + Ady + Ady) - ag = A@y - a4 + Aay - a4 (13)

y
A= (A + Ay + Ady) - a, = Ay a, = A 14

puesto que a; - a,y a, - a4 Son Cero.

Completar la transformacion de las componentes requiere conocer los productos punto
ay -+ a, ay - a, ay - agy ay - a4 Por medio de la definicion de producto punto observamos que,
dado que trabajamos con vectores unitarios, el resultado es simplemente el coseno del &ngulo
entre los dos vectores unitarios implicados. Con respecto alafigural.7,y si seve con atencion,
identificamos el angulo entre a, y a, como ¢, y entonces ay - a, = COs ¢, pero el angulo entre a,
ya,es90° - ¢y ay - a,=cos(90° - ¢) = sen ¢. Los productos punto de los vectores unitarios
restantes se encuentran de manera similar, y los resultados se tabulan como funciones de ¢ en
latablal.1.

En consecuencia, la transformacion de vectores de coordenadas cartesianas a cilindricas o
viceversa se hace empleando (10) u (11) para cambiar variables, y empleando los productos punto
de los vectores unitarios dados en latabla 1.1 para cambiar componentes. Los dos pasos pueden
efectuarse en cualquier orden.
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Tabla 1.1 Producto punto de vectores unitarios del sistema de
coordenadas cilindricas y del sistema cartesiano

a, ay a;
ay- COS ¢ —sen ¢ 0
ay- sen ¢ coS ¢ 0
a; 0 0 1

Transformar el vector B = ya, —xay + za, en coordenadas cilindricas.
Solucién. Lasnuevas componentes son:
B, =B-a, =y a,)—X@ay-a,)
=ycoS¢p-Xsengd =psen¢dcos¢dp—pcos¢psend =0
By = B- ag = y(ax - ag) —X(ay - ay)
= -y Sen ¢p— XCOS ¢ = —p Sen’ ¢p —p OS> b = —p
De esta manera,

B = —pay + za,

R1.5. a) Délas coordenadas cartesianas del punto C(p = 4.4, ¢ = —115°, z= 2). b) Délas
coordenadas cilindricas del punto D(x = —3.1, y = 2.6, z = —3). c) Especifique la distancia
deCab.

Respuesta. C(x =—1.860, y =—3.99, z = 2); D(p = 4.05, ¢ = 140.0°, z=-3); 8.36

R1.6. Transformar a coordenadas cilindricas: a) F = 10a, — 8a, + 6a,, en e punto P(10,
=8, 6); b) G = (2x + y)ax— (Y — 4X)ay en el punto Q(p, ¢, 2). ¢) Dar las componentes carte-
sianas del vector H = 20ap — 10a4 + 3a;en el puntoP(x =5,y = 2, z= -1).

Respuesta. 12.81a, + 6a; (2p coS* p—p sen® ¢ + 5p sen ¢ cos ¢)a, + (4p cos* p—psen’ ¢
—3p sen ¢ cos ¢)ay, Hy = 22.3, Hy = -1.857, H, = 3
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A diferenciadel caso del sistema de coordenadas cilindricas circulares, no tenemos un sistema de
coordenadas bidimensional que puedaayudarnos aentender €l sistema de coordenadas esféricasen
tres dimensiones. Pero en cierto modo podemaos aplicar |os conocimientos con respecto al sistema
latitud y longitud paralocalizar un lugar sobre la superficie de laTierra, aunque en términos gene-
rales s6lo consideramos puntos sobre la superficie y no puntos internos o externos aella.

Empezaremos construyendo un sistema de coordenadas esféricas tomando como referencia
los tres gjes cartesianos [figura 1.8a]. Primero definimos ladistanciar desde el origen a cualquier
punto. La superficier = constante es una esfera.

La segunda coordenada es un angulo 6 entre €l ge zy lalinea trazada desde el origen hasta
el punto considerado. La superficie 6 = constante es un cono circular recto, y las dos superficies,
conoy esfera, son perpendiculares en todas partes alo largo de su interseccion, lacual esun circu-
lo deradio r sen 6. La coordenada 6 corresponde ala latitud, excepto que lalatitud se mide desde
el ecuador y 6 se mide desde €l “Polo Norte”.
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6 = una constante
(cono)
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Figura 1.8 a) Las tres coordenadas esféricas. b) Las tres superficies mutuamente per-
pendiculares de un sistema de coordenadas esféricas. c) Los tres vectores unitarios de

unas coordenadas esféricas: a, x ag = a,. d) Elemento diferencial de volumen en un sistema
de coordenadas esféricas.

Latercera coordenada ¢ también es un angulo y es exactamente igual que € angulo ¢ delas
coordenadas cilindricas. Este esel angulo entre el gjex y laproyeccion enel planoz = 0 delalinea
trazada desde el origen hasta el punto. Este corresponde a angulo de longitud, sélo que e angulo
¢ aumenta hacia el “este”. Lasuperficie ¢» = constante es un semiplano que pasa por lalinea § =
O (o€ ge2).

Nuevamente consideramos cualquier punto como la interseccion de tres superficies mutua-
mente perpendiculares: unaesfera, un cono circular recto y un semiplano, cadaunaorientadaen la
formadescrita previamente. Las tres superficies se muestran en lafigura 1.8b).

Otra vez pueden definirse tres vectores unitarios en cualquier punto. Cada vector unitario es
perpendicular aunade las tres superficies mutuamente perpendicularesy se orientaen ladireccion
en lacual lacoordenadaaumenta. El vector unitario a, apuntaradialmente haciafuera, esnormal
alaesferar = constantey estéd contenido en el cono circular recto # = constantey el semiplano
¢ = constante. El vector unitario ay es normal ala superficie conica, esta contenido en €l semipla-

noy estangente alaesfera. Sedirigealo largo de unalinea de “longitud” y apunta hacia el “sur”.
El tercer vector unitario a,, es el mismo de las coordenadas cilindricas, es normal a semiplano y

tangente al cono circular recto y alaesfera. Este se dirige haciael “este”.

Lostresvectores unitarios|os muestralafigura1.8c). Desde luego, son mutuamente perpendi-
cularesy definen un sistema de coordenadas de mano derechaen el cua a, x ay = ay. Este sistema
es derecho, como |o demostrara unainspeccion de lafigura 1.8c) cuando se aplicala definicion de
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producto cruz. Laregladelamano derechasirve paraidentificar €l pulgar, €l indicey el medio con
ladireccion de crecimiento der, 0y ¢, respectivamente.

(Obsérvese que esta identificacion en las coordenadas cilindricas se haciacon p, ¢y z,y en
las coordenadas cartesianas con x, y y z.) Un elemento diferencial de volumen se puede construir
en coordenadas esféricas aumentando r, 8y ¢ por dr, dfy de¢, respectivamente, como |o muestra
lafigura 1.8d). Ladistancia entre las dos superficies esféricasderadiosr y r + dr esdr; ladistan-
cia entre los dos conos generados por los &ngulos 8y 6 + df esrdé; y la distancia entre los dos
semiplanos radiales con angulos ¢y ¢ + d¢ esr sen 0 d¢, después de razonar un poco con los
conceptos de trigonometria. Las éreas de las superficies son r dr dé, r sen 6 dr d¢, y r? sen 6 d
de, y el volumen esr? sen A dr d6 de.

La transformacion de escalares de un sistema de coordenadas cartesianas a esféricas se hace
facilmente utilizando lafigura 1.8a) pararelacionar los dos conjuntos de variables:

X =T sen 6 cos ¢
y=rsenfsen ¢ (15)

Z=1rcosd

Latransformacién en la direccion opuesta se [leva a cabo con laayuda de:

r=x2+yr+z2 (r =0)

cos ! ——= ___ (0°=0=180°

Vx2 4y + 2

¢ =tan! Y
X

S
Il

(16)

Lavariableradial r esno negativa, y 6 estarestringidaen el rango de 0 a180°(o 7 radianes), inclu-
sive. Los &ngulos se colocan en los cuadrantes adecuados inspeccionando los signosde x, yy z

Latransformacion de vectores requiere la determinacién de los productos de | os vectores uni-
tarios en coordenadas cartesianasy esféricas. Estos productos |os resolveremos a partir delafigura
1.8c) y con un poco de trigonometria. Como el producto punto de cualquier vector unitario esférico
por cual quier vector unitario cartesiano esigual alacomponente del vector esférico enladireccion
del vector cartesiano, los productos punto con a, son:

a,-a = cosé
a;-ayp=-senéd

a-a,=0

Los productos punto con ay y a, requieren primero la proyeccion del vector unitario esférico
sobre el plano xy y luego la proyeccion sobre el gje deseado. Por gjemplo, a; - ax se obtiene pro-
yectando a; sobre €l plano xy, dando sen 6, y proyectando después sen 6 sobre € ge x, lo cual
produce sen 6 cos ¢. Los otros productos punto se encuentran de manera similar, y se muestran
enlatablal.2.

Tabla 1.2 Productos punto de vectores unitarios
en sistemas de coordenadas esféricas
y cartesianas

a, ap ag
a,- sen 0 cos ¢ cos #cos ¢ —sen ¢
ay- sen fsen ¢ cos fsen ¢ coS ¢

cos 6 —sen 6 0
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CAPITULO 1 Andlisis vectorial

Ilustramos este procedimiento transformando el campo vectorial G = (xzly)ax en componentes y
variables esféricas.

Solucién. Seencuentran lastres componentes esféricas aplicando el producto punto de G con los
vectores unitarios apropiados y cambiando |as variables durante el procedimiento:

Xz Xz
G, =G-a, = —a,-a, = —senf cos¢
y y

cos’¢

sen ¢

= rsen 6 cos 6

Xz Xz
Gy =G-ay=—a,-apg= —cosfcoso
y y

Gp =G-ay = xy_zax ‘ag = %(—sen b)
= —rcos 0cos ¢
Se recopilan estos datos y obtenemos:
G =r cos #cos ¢ (sen 6 cot ¢ a; + Cos 6 cot ¢ ag— ay)

El apéndice A describe €l sistema general de coordenadas curvilineas del cual 10s sistemas de
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas son casos especiales de sistemas de coordenadas
ortogonales. La primera seccion de este apéndice podria estudiarse en este momento.

R1.7. Dadoslospuntos, C(-3,2, 1) y D(r = 5, 6 = 20°, ¢ = —70°), hallar: a) |as coordena-
das esféricas de C; b) las coordenadas cartesianas de D; c) la distancia desde C hasta D.

Respuesta. C(r = 3.74, 6§ = 74.5°, ¢ = 146.3°); D(x = 0.585, y = —1.607, z = 4.70);
6.29

R1.8. Transforme los vectores siguientes a coordenadas esféricas en los puntos dados: a)
10a, en el punto P(x = =3,y = 2, z = 4); b) 10a, en &l punto Q(p = 5, ¢ = 30°, z = 4); ¢)
10a; en el punto M(r = 4, 6 = 110°, ¢ = 120°).

Respuesta. —5.57a, — 6.18a,— 5.55a,, 3.90a; + 3.12a, + 8.66a,; —3.42a, — 9.40a,
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PROBLEMAS
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1.101

1.111

1121

1.131

Dados los vectoresM = —-10a, + 4a,—8a,y N = 8a, + 7a,— 2a,, hallar: a) un vector
unitario en ladireccion de—M + 2N; b) lamagnitud de 5ax + N =3M; ¢) [M| |2N|
(M + N).

El vector A vadel origena(1, 2, 3), y € vector B vadel origen a(2, 3, —2). Hallar a) €l
vector unitario en la direccion de (A —B); b) €l vector unitario en direccion de lalinea
que va desde el origen hasta el punto medio de larecta que une los extremosde A y B.

Un vector desde el origen hasta el punto A esta dado por (6, —2, —4), y un vector unitario
dirigido desde el origen hasta el punto B esté dado por (2, -2, 1)/3. Si los puntos Ay B
se encuentran a diez unidades entre si, hallar las coordenadas del punto B.

Un circulo con centro en el origen y un radio de 2 unidades esta en el plano xy. Determi-
nar €l vector unitario en coordenadas cartesianas que esta en € plano xy, estangente al
circulo en el punto (—\/3,1, 0), y estaen la direccion positivadel gey.

Un campo vectorial estddado por G = 24xya, + 12(x* + 2)a, + 187%a,. Dados dos pun-
tos, P(1, 2,-1) y Q(-2, 1, 3), hallar: a) G en P; b) un vector unitario en ladireccién de G
en Q; ) un vector unitario de Q aP; d) la ecuacion de la superficie en laque |G| = 60.

Encontrar el angulo agudo entre los vectores A = 2a, + a, + 3a,y B = a,— 3a, + 2a,
usando ladefinicion de a) el producto punto; b) el producto cruz.

Dado el campo vectorial E = 4zy? cos 2x ax + 22y sen 2x ay + Y2 sen 2x a; en laregion
x|, [yl y |2 menor que 2, hallar: a) las superficies en las que E, = O; b) laregién enla
queEy = E; ) laregionenlaqueE = 0.

Demostrar la ambigiiedad que se produce cuando se utiliza el producto cruz para encon-
trar el angulo entre dos vectoresy se obtiene el angulo formado entre A = 3a, — 2a, +
43,y B = 2a, + a,— 2a,. ¢Se presenta esta ambigliedad cuando se utiliza €l producto
punto?

Dado el campo G = [25/(x? + y?)](xax + yay), hallar: @) un vector unitario en ladirec-
cionde G en P(3, 4, -2); b) el angulo entre G y ax en P; c) el valor de lasiguiente doble

integral en el planoy = 7.
4 p2
f/G-aydzdx
0 Jo

Utilizando la definicién del producto punto y expresando diagonal es como vectores,
hallar el angulo mas pequefio entre cualquier par de diagonales de un cubo, donde cada
diagonal conecte dos esquinas diametralmente opuestas 'y pase por €l centro del cubo.

Dadoslos puntos M (0.1, -0.2,-0.1), N(-0.2, 0.1, 0.3) y P(0.4, 0, 0.1), hallar: a) €l vec-
tor Ryn; b) €l producto punto Ry - Rup; €) la proyeccion escalar de Ry sobre Ryp; d)
el éngulo entre Ryn Y Ryvp.

Escribir una expresién en componentes cartesianas para el vector que va desde (x1, Y1,
7)) hasta (xo, Y2, ), y determinar la magnitud de ese vector.

Hallar &) la componente vectorial de F = 10a, — 6ay + 5a, que esparalelaa G = 0.1a,
+ 0.2a, + 0.3a, b) la componente vectorial de F perpendicular a G; c) lacomponente
vectorial de G perpendicular aF.
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1.141

1.151

1.161

1171

1.181

1.191

1.201

1.211

1.221

1.231

1.241

1.251
1.26 1

1.271

Dado que A + B + C = 0, donde |os tres vectores representan segmentos de rectay
parten desde un origen comun, ¢Jos vectores deben ser coplanares?SSA + B + C + D
= 0, ¢Jos cuatro vectores son coplanares?

Tres vectores que van desde €l origen estan dadosporr; = (7, 3,-2),ro = (-2, 7,-3)
yrz3= (0, 2, 3,). Hallar: &) un vector unitario ortogonal ar y ry; b) un vector unitario
perpendicular alosvectoresry—r,y ro—rg; ) € areadel triangulo formado por rqy ry;
d) el areadel triangulo que forman las puntas de los vectoresr, ro y ra.

Si A representa un vector de una unidad de longitud dirigido hacia el este, B representa
un vector de tres unidades de longitud dirigido haciael norte, y A + B=2C-Dy 2A —
B = C + 2D, determinar lalongitud y direccién de C.

Un tridngul o esta definido por el punto A(—4, 2, 5) y los vectores Ray = (20, 18, -10) y
Ran = (10, 8, 15). Hallar: a) un vector unitario perpendicular al triangulo; b) un vector
unitario en el plano del triangulo y perpendicular aRpay ; €) un vector unitario en el pla-
no del triangulo que bisectaal angulo interior en A.

Un campo vectoria estadefinido por G = (y + 1)ay + xay. a) Determinar G en € punto
(3, -2, 4); b) obtener un vector unitario que definaladireccion de G en (3, -2, 4).

a) Expresar con componentesy variables cilindricas el campo D = (X% + y?) ™ (xay +
yay); b) evaluar D en el punto donde p = 2, ¢ = 0.2y z = 5, expresando €l resultado
en componentes cilindricas y cartesianas.

Si lostres lados de un triangulo estan representados por los vectores A, By C, todos en
direccion contrariaa movimiento de las manecillas del reloj, demostrar que [C|? = (A
+ B)- (A + B) y desarrollar el producto para obtener laley de los cosenos.

Expresar en componentes cilindricas: a) el vector desde C(3, 2, —7) hastaD(-1, -4, 2);
b) un vector unitario en D dirigido hacia C; c) un vector unitario en D dirigido haciael
origen.

Una esferacon centro en el origen 'y radio a, gira con respecto a ge z a unavelocidad
angular de Q) rad/s en direccién opuesta alas manecillas del reloj en la direccién positiva
del ge z a) Escribir una expresion, utilizando componentes esféricas, del campo vec-
torial de velocidad v, que proporcionalavelocidad tangencia en cualquier punto dela
esfera; b) convertirla a componentes cartesianas.

Una superficie cerrada esté definida por las superficiesp = 3, p = 5, ¢ = 100°, ¢ =
130°, z= 3y z = 4.5. Hdlar a) el volumen encerrado; b) el areatotal delasuperficie
encerrada; ¢) lalongitud total de las doce esquinas de las superficies; d) lalongitud de la
linea recta més larga que esta encerrada dentro del volumen.

Dos vectores unitarios, a; y ay, estan en €l plano xy y pasan por el origen. Forman an-
gulos ¢1 Y ¢y, respectivamente, con el gje x. a) Expresar cada vector en componentes
cartesianas; b) calcular el producto punto y comprobar laidentidad trigonométrica cos
(¢p1— ¢p2) = COS 1 COS 2 + Sen 1 sen ¢y; ) calcular el producto cruz y comprobar la
identidad trigonométrica sen (¢, — 1) = Sen ¢, CoS ¢ — COS ¢, Sen ¢;.

Dado e punto P(r = 0.8, § = 30°, ¢ = 45°) y E = 1/r? (cos ¢a, + (sen ¢lsen 6) ag),
hallar a) E en P; b) |E| en P; ¢) un vector unitario en ladireccion de E en P.

Expresar €l campo vectorial uniforme F = 5a, en a) componentes cilindricas; b) compo-
nentes esféricas.

Una superficie cerrada esté definida por las superficiesr = 2y 4, 6 = 30°y 50°y ¢ =
20° y 60°. Hallar a) el volumen encerrado; b) el area de la superficie encerrada; ) la
longitud total de las doce orillas de la superficie; d) lalongitud de lalinea recta més lar-
gaque se encuentra dentro de la superficie.



1.281

1.291

1.301

Problemas

Decidir s A = B onoy, en caso negativo, ¢qué condiciones seimponen aA y B cuando
aA-ax=B-a;b)Axax=Bxa;C)A -ax=B-axyAxa =Bxa;dA-C=
B-CyA XxC = BxCdondeC escuaquier vector excepto C = 0.

Expresar € vector unitario a, en componentes esféricasen el punto: a) r = 2, § =1rad,
¢=08rad;b)x=3,y=2,z=-1;¢) p=25,¢=07rad, z= 15.

Considerar un problema andlogo alas vel ocidades variables del viento encontradas por
una nave intercontinental. Supongamos una altitud constante, una Tierra plana, un vuelo
alolargo del ge x desde 0 hasta 10 unidades, ninguna componente vertical de la veloci-
dad y ninguna variacion con respecto a tiempo en lavelocidad del viento. Suponer que
ay estadirigido hacia el estey que ay |0 esta hacia el norte. Se supone que la velocidad
del viento alaaltitud de operacion es:

B (0.01x? — 0.08x + 0.66)a, — (0.05x — 0.4)a,

v ) 11052

Determinar lamagnitud y localizacidn de: a) maximo viento de cola encontrado; b)
repetir lo anterior para el caso de viento contrario; c) repetir lo anterior para el caso de
viento lateral; d) ¢habra vientos de cola mas favorables en alguna otra latitud? En caso
afirmativo, ¢donde?
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CAPIiTULO

Ley de Coulomb e intensidad
de campo eléctrico

principios basicos de electricidad. Una vez que en € primer capitulo se ha planteado €l

lenguaje del andlisis vectorial, a continuacion se establecen y describen algunos princi-
pios basicos de la electricidad. En este capitulo se presentalaley de las fuerzas €l ectrostéticas de
Coulomb, que luego se formulara de manera general usando teoria de campo. Las herramientas
gue se desarrollaran pueden usarse para resolver cualquier problema en que sea necesario evaluar
fuerzas entre cargas estéticas o determinar €l campo €l éctrico asociado con cualquier distribucién
de carga. Inicialmente, limitaremos el estudio acampos en €l vacio o espacio libre, 1o cual esvali-
do paramedios como €l airey otros gases. En los capitulos 5 y 6 se introducen otros materiales y
en el capitulo 9 se presentan campos variables con el tiempo. |

A hora que se haformulado un nuevo lenguaje en el capitulo 1 se estableceran unos cuantos

2.1 LEY EXPERIMENTAL DE COULOMB

Hay registros de por lo menos 600 afios a.C. que evidencian el conocimiento de |la electricidad
estética. Los griegos acufiaron el término electricidad, del griego éektron, ambar. Algunos pen-
sadores griegos pasaban muchas horas de ocio frotando un pedacito de ambar sobre sus mantas
y observando cémo éste podia atraer pelusay pedacitos de pafio. Sin embargo, como su interés
principal se asentaba en la filosofiay la l6gica, y no en la ciencia experimental, tuvieron que
pasar muchos siglos antes de que el efecto de atraccion se considerara mas que magia o “fuerza
vital”.

El doctor Gilbert, médico delareinade Inglaterra, fue el primero querealiz6 un verdadero tra-
bajo experimental en este campo y en el afio 1600 afirmo que €l vidrio, el azufre, el ambar y otros
materiales que menciona “no solo atraian, pajasy hollgjos, sino también a casi todos |os metales,
madera, hojas, piedra, algunostipos detierray aun a aguay a aceite’.

Poco después, un coronel perteneciente al Cuerpo de Ingenieros del Ejército francés, el coro-
nel Charles Coulomb, efectué una elaborada serie de experimentos, por medio de una sensible ba-
|anza de torsion inventada por €l mismo, paradeterminar cuantitativamente lafuerza el ectrostética
entre dos cuerpos. El resultado que publicé guarda una estrecha similitud con laley gravitacional
de Newton (descubierta unos 100 afios antes).

Coulomb afirmé que la fuerza entre dos objetos muy pequefios separados en el vacio, o en el
espacio libre por una distancia comparativamente grande en relacién con el tamafio de |os cuerpos
cargados, es directamente proporcional a producto de las cargas e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que las separa, 0 sea,

Q1Q2
R

F=k



2.1 Ley experimental de Coulomb

donde Q1 y Q2 son las cantidades de carga positiva 0 negativa, R es la separacion y k es una cons-
tante de proporcionalidad. Si se utiliza el Sistema Internacional de Unidades® (Sl), Q se mide en
culombios (coulombs) (C), R en metros (m) y lafuerza en newtons (N). Esto se cumple si lacons-
tante de proporcionalidad k se escribe como

1
4 eq

La nueva constante eg se denomina permitividad en €l vacio y tiene una magnitud medidaen fara-
dios por metro (F/m),

€0 = 8.854 x 10 2 = ilo*9 F/m (1)
367

La cantidad ¢ no es adimensional, ya que laley de Coulomb demuestra que sus unidades son
C?/N - m?. Definiremos el faradio més adelante y mostraremos que sus dimensiones son C%/N - m.
Hemos anticipado esta definicion al utilizar antes la unidad F/m en la ecuacion (1).

Laley de Coulomb resulta ahora

Q1Q>

N 47T60R2

2

El coulomb es una unidad de carga extremadamente grande, pues la cantidad mas pequefia de
carga conocida es ladel electron (negativa) o ladel proton (positiva), que en unidades Sl tiene un
valor de 1.602 x 10° C; de aqui que una carga negativa de un coulomb representa alrededor de 6
x 108 electrones.? Laley de Coulomb muestra que |la fuerza entre dos cargas de un coulomb cada
una, separadas un metro, es de 9 x 10° o casi de un millon de toneladas. El electron tiene unamasa
en reposo de 9.109 x 103! kg y un radio de un orden de magnitud de 3.8 x 10*>m. Esto no signi-
fica que €l electrén sea esférico, solo sirve para describir €l tamafio de la regién mas probable en
la cua puede encontrarse un electron moviéndose lentamente. Todas las otras particul as cargadas
conocidas, incluyendo al proton, tienen masas'y radios mayores, y ocupan un volumen probabilis-
tico mayor que el del electrén.

Paraescribir laformavectorial de (2) necesitamos €l hecho adicional (también proporcionado
por el coronel Coulomb) de que lafuerzaactiaalo largo de lalinea que une alas dos cargasy es
repulsivasi las cargas son iguales en signo, y atractivasi son de signos opuestos.

Sear, €l vector quelocalizaaQ; y r, € quelocalizaa Q,. Entonces, el vector Ry, =r,—ry
representa el segmento de recta dirigido de Q; a Q,, como lo muestra la figura 2.1. El vector F;

Rj,=r,— 1, /

R, Q2
a2 r,

0,®

Origen

Figura 2.1 Si Q4 y Qy tienen el mismo
signo, el vector fuerza F, sobre Q; tiene la
misma direccion que el vector Rys.

1 El Sistema Internacional de Unidades (un sistemamks) se describe en el apéndice B. Las abreviaturas paralas unidades
se dan en latabla B.1. Las conversiones a otros sistemas de unidades se dan en latabla B.2, |os prefijos paralas potencias
del0enel Sl sedanenlatablaB.3.

2 Lacargay lamasade un electron y otras constantes fisicas se encuentran en latabla C.4 del apéndice C.
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CAPIiTULO 2 Ley de Coulomb e intensidad de campo eléctrico

eslafuerza sobre Q, y se muestrapara el caso en el que Q; y Q- tienen el mismo signo. Laley de
Coulomb en forma vectorial es

Q1Q2

_ a 3
2 471_60 sz 12 ( )

donde a;> = un vector unitario en ladirecciéon de Ry, 0 sea

R R ro—r
ap= —2 =_12_-_2 1 )
|R2] R |ra—rg

Parailustrar € uso delaformavectorial delaley de Coulomb ubiquemosunacargaQ; = 3x 104
CenM(1, 2,3) y otracargaQ, = —104 C en N(2, 0, 5) en el vacio. Deseamos encontrar lafuerza
que gjerce Q en Q..

Solucién. Emplearemos |as ecuaciones (3) y (4) para obtener el vector fuerza. El vector Ry, s
Rp=ra—ri1 =2-1ax+(0—2ay +(5—-3)a, =a, — 2ay +2a,

loquellevaa|Ry| = 3,y el vector unitario, a2 = 3(ax — 2ay + 2a,). Por tanto,

3x 1074(—107%) <ax —2a, + 2az>
2

T 47 (U367)10 9% 3 3

_ _30(ax —Ze;y +2az> N

Lamagnitud de la fuerza es de 30 N y su direccion la especifica el vector unitario, que se ha
puesto entre paréntesis para resaltar la magnitud de la fuerza. La fuerza sobre Q, también puede
considerarse como la suma de tres fuerzas componentes,

F, = —10ay + 20a, — 20a,

La fuerza expresada por la ley de Coulomb es una fuerza mutua, pues cada una de las dos
cargas experimenta una fuerza de la misma magnitud, aunque en direccion opuesta (terceraley de
Newton). De igual modo pudimos haber escrito

Q:1Q> Q1Q2
Fi=-F= 5821 = — 5
4 eoRY, 4 egRY,

aio (5)

Laley de Coulomb es lineal, porque s multiplicamos Q; por un factor n, la fuerza sobre Q,
también se multiplica por e mismo factor n. También es cierto que la fuerza eléctrica sobre una
carga debida a la presencia de varias cargas es la suma de todas las fuerzas que sobre dicha carga
gercerian individualmente cada una de las otras cargas.

R2.1. LacargaQa = —20 uC estaen e punto A(-6, 4, 7) y lacarga Qg = 50 uC estaen €
punto B(5, 8, —2) en €l espacio libre. Si las distancias estan dadas en metros, hallar: a) Rag;
b) Rag. Determinar lafuerza vectoria ejercida por Qa sobre Qg si €g =; ¢) 10°°/ (367) F/my;
d) 8.854 x 10 2 F/m.

Respuesta. 11a, + 4a,— 9a, m; 14.76 m; 30.76a, + 11.184a, — 25.16a, mN; 30.72a, +
11.169a, — 25.13a, mN




2.2 Intensidad de campo eléctrico

2.2 INTENSIDAD DE CAMPO ELECTRICO

Si ahora consideramos una carga en una posicion fija, por gemplo Qy, y se mueve lentamente una
segunda carga a su arededor notaremos que en todas partes existe una fuerza sobre esta segunda car-
ga. En otras palabras, esta segunda carga muestrala existencia de un campo fuerza que esté asociado
conlacargaQs. A esta segunda carga se le [lama carga de prueba Q;. La fuerza sobre ella esté dada
por laley de Coulomb,

Q1Q:

5 At
4 €0 th

Ft:

Si se escribe esta fuerza como una fuerza por unidad de carga se obtiene la intensidad de campo
eléctrico, E1, que surge a partir de Qu:

F
B, =t Q1

a 6
Ql 47T€0R%t u ( )

E; seinterpreta como la fuerza vectoria que surge a partir de Q,, que actlia sobre una unidad de
carga de prueba positiva. En términos més general es escribimos la expresion definitoria

_R
E = o) (7)

donde E, una funcioén vectorial, es laintensidad del campo eléctrico evaluada en la localizacion
dela carga de prueba que surge a partir de todas las demas cargas vecinas, lo cual significa que €
campo el éctrico que surge a partir de la carga de prueba en si no estaincluido en E.

Las unidades de E deben ser fuerza por unidad de carga (newtons por coulomb). I ntroducimos
por anticipado una nueva cantidad dimensional, el volt (V), cuyas unidades son joules por coulomb
(JC), o newton-metros por coulomb (N - m/C), nosotros medimos laintensidad de campo el éctrico
en las unidades précticas de volts por metro (V/m).

Primero evitaremos €l uso de la mayoria de los subindices en (6), sin renunciar a derecho de
aprovecharl os de nuevo cuando existala posibilidad de un malentendido. El campo €eléctrico de una
sola carga puntual se convierte en:

Q

=] 4aR
47T60R2

(8)

Recordemos que R es la magnitud del vector R, el segmento de recta dirigido desde el punto
en donde se localiza la carga puntual Q hasta el punto en el cua se desea conocer E, y que ag €s
un vector unitario en ladireccion de R.2

Localizamos arbitrariamente Q, en €l centro de un sistema de coordenadas esféricas. El vector
unitario ar sera entonces el vector unitario radial a, y R serar. De aqui que

E- & €)

47T60r2

El campo sblo tiene componente radial, por lo que su relacion con el inverso a cuadrado de la
distancia resulta bastante obvia.

Si consideramos una carga que no esté en el origen de nuestro sistema de coordenadas, €l
campo ya ho tiene simetria esféricay en este caso podemos utilizar las coordenadas cartesianas.
Para una carga Q situada como fuente puntual enr’ = X'a, + y'a, + 7 a, como seilustraen la

3 Intentamos firmemente evitar la confusion entre lapargjar y a, y lapargjaRy ag. La primera pareja se refiere especi-
ficamente a sistema de coordenadas esféricas, mientras que Ry ar no se refieren a ninglin sistema de coordenadas (en
especial laeleccion de lo que representen se hace seglin €l criterio propio).
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’ ’ ’ ‘
&'y, 2) r

°
Origen

Figura 2.2 El vector r' localiza la carga puntual
Q, el vector r determina cualquier punto

P(x, y, z) del espacio y el vector R de Q a P(x, v, 2)
esentoncesR =r—r'.

figura 2.2, laintensidad en un punto cualquiera del campo r = xa,+ yay + za, Se encuentra ex-
presando R comor —r’y entonces

Q r-r _ Qr-r)

dreor —T2|r — 1| dmeo|r — /3

| Qlx = x)ac + (v~ y)ay + (2~ 2)al
dre (X~ XV +(y ~yP + (@~ 27

E(r) =

(10)

Al principio definimos un campo vectorial como una funcién vectorial del vector de posicién, y
esto se destaca sustituyendo laletra E por la notacion funcional E(r).

Puesto que las fuerzas de Coulomb son lineales, la intensidad de campo eléctrico debido a
dos cargas puntuales, Q; enryy Qs enry, eslasumade las fuerzas sobre Q; causadas por Q1 y Q>
cuando actlian individualmente, o sea,

Q1 Q>

a; + a;
dregr — 11270 Ameglr — 127

donde a; y a; son vectores unitarios en la direccion de (r —ry) y (r — r»), respectivamente. Los
Vectoresr, ry, ro, r —ry, I —rp a1y a Se muestran en lafigura 2.3.

E(r) =

0,

a,

E(r)

Figura 2.3 La suma vectorial de las intensidades de
campo eléctrico total en P debido a Q1 y Q> puede hacer-
se por el caracter lineal de la ley de Coulomb.



2.2 Intensidad de campo eléctrico

Si se agregan mas cargas en distintas posiciones, el campo debido a n cargas puntuales
ser&

E0) = ). o a

m=1

Con lafinalidad de mostrar la aplicacion de (11), encontramos E en el punto P(1, 1, 1) originado
por cuatro cargas idénticas de 3-nC (nanocoulombs) localizadas en los puntos P1(1, 1, 0), Px(-1,
1, 0), P3(—1, -1, 0) y P4(1, -1, 0), como lo muestralafigura 2.4.

Solucion. Encontramosquer = ay + ay + a, 'y = ax + ay, Yy, por tanto, r —r = a,. Las mag-
nitudesson: | r —ry| =1, | r—ro] =5, |r —r3| = 3y |r —r4 = v/5. Puesto que Q/4r ey = 3 x
10°%/(47 x 8.854 x 101?) = 26.96V - m, podemos utilizar (11) para obtener

B a,l 2a+ta 1 2a, +2ay+a,1 2a,+a, 1
E = 26.96 TF+ N 5 + 3 32+ 7 5
5 (V9 5 (V9

E = 6.82a, + 6.82a, + 32.8a,V/m

R2.2. Unacargade—-0.3 uC se encuentraen el punto A(25, —30, 15) (en cm) y una segunda
cargade 0.5 uC se encuentra en el punto B(—10, 8, 12) cm. Hallar E en: a) el origen; b) en
P(15, 20, 50) cm.

Respuesta. 92.3a, — 77.6a, — 94.2a, kV/m; 11.9a, - 0.519 + 12.4a, kV/m

Py (-1,1,0)

B

Py (1,-1,0) Py (1,1,0)

Figura 2.4 Una distribucion simétrica de cuatro cargas puntuales idénticas
cuyo valor es de 3-nC produce un campo en P, E = 6.82a, + 6.82a, + 32.8a,
V/m.
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14D )Z 0.)™ +1

R2.3. Evallelas sumas: a) —_—
mZ 2 +1 (4 + m2)l.5

Respuesta. 2.52; 0.176

2.3 CAMPO DEBIDO A UNA DISTRI'BUCI()N
CONTINUA DE CARGA VOLUMETRICA

Si ahora visualizamos una region del espacio con un enorme niimero de cargas separadas por
distancias diminutas, observamos que es posible reemplazar esta distribucién de muchas particu-
las pequefias por una distribucion suave y continua de carga, caracterizada por una densidad de
carga volumétrica, tal y como se hace para el agua, que tiene una densidad de 1 g/lcm?® (gramo
por centimetro cubico) aun cuando se sabe que la constituyen particulas de tamafios atémicos
y moleculares. Podemos hacerlo sdlo si no se toman en cuenta las pequefias irregularidades (o
fluctuaciones) en el campo, conforme se pasa de electron en electron o si no resultaimportante €l
hecho de que la masa del agua se incrementa en pasos pequefios pero finitos conforme se afiade
cada nueva molécula.

Esto realmente no es unalimitacion, ya que nuestros resultados final es, como ingenieros el éctri-
Cos, casi Siempre estan en términos de la corriente en una antena receptora, del voltaje en un circuito
electronico o delacarga en un condensador, o en general en términos de a giin fenébmeno macrosco-
pico agran escala. En raras ocasiones debemos conocer una corriente electron por eectron.?

Denotamos la densidad de carga volumeétrica con p,, cuyas unidades son coulombs por metro
cuibico (C/md).

La pequefia cantidad de carga A Q en un volumen pequefio Av es:

AQ = p,Av (12)

y podemos definir p,, matematicamente mediante la utilizacion de un proceso de limite sobre

o = lim 22 (13)

La carga total dentro de cualquier volumen finito se obtiene por integracion sobre todo €l
volumen,

Q=/fmv (14)

Aunque casi siempre suele indicarse un solo signo de integracion, la diferencial dv significa una
integracion a través de todo el volumen, de modo que implica unaintegracion triple.

Como gjemplo de evaluacion de una integral de volumen, encontraremos la carga total contenida
en un haz de electrones de longitud igual a2 cm como se muestraen lafigura 2.5.

Solucién. En lafiguravemos que ladensidad de carga es

oy = =5 x 1078102 C/m2

4 El estudio del ruido que generan |os electrones en semiconductores y resistencias, no obstante, requiere analizar dicha
carga por métodos estadisticos.



2.3 Campo debido a una distribucion continua de carga volumétrica

° z=4cm

~ p,=—5¢10P7 C/m’

0\ z=2cm

p=1cm

Figura 2.5 La carga total contenida den-
tro del cilindro recto circular puede obtenerse
evaluando Q = [ pyav.

Ladiferencial de volumen en coordenadas cilindricas se dio en la seccion 1.8; por tanto,

0.04 2 0.01
Q=/002/0 /0 —5x 10 % 192, dpdgdz

I ntegramos primero respecto a ¢, puesto que resulta mas facil,
0.04 ,0.01
Q= f / —10 %7e 1925 dp dz
0.02 JO

y luego respecto a z, ya que asi se simplificara la tltimaintegracion respecto a p,

z=0.04

0.01 -5
_10 T 5
Q= / < 0° eloﬂzpdp)
0 —10% 2=0.02

0.01
— f _10757_[(672 000p _ e74000p)dp
0

Finalmente,
@ 20000  o=4000p 0.01
=101 -
Q i ( —2000  —4000 )0
1 1 -
= 1097 (= — =) =% —00785pC
Q=10 (2 000 4 ooo) 40 P

donde pC indica picocoulombs.
La contribucion de incremento de la intensidad de campo eléctrico en r producido por un
incremento de carga AQ enr’ es.

AQ r—r OvAV r—r’

AE(r) = =
") Areo|r — 1|2 |r —1/|  Ameqr — 1|2 |r — 1|

29



30

CAPIiTULO 2 Ley de Coulomb e intensidad de campo eléctrico

Si sumamos las contribuciones de todo el volumen de la carga de unaregién daday se deja que €l
elemento de volumen Av se aproxime a cero, a medida que el nimero de estos elementos se hace
infinito, la sumatoria se convierte en unaintegral:

E(r)=f pulr)dv’ 1 -1 (15)

o deor — /|2 |r —r/|

Nuevamente, ésta es una integral triple y (excepto en el gercicio que sigue) evitaremos, hasta
donde sea posible, realizar realmente laintegracion.

El significado de las diversas cantidades dentro del signo de integracion en (15) merece una
pequeia revision. El vector r que parte del origen localiza el punto del campo donde E se esta
determinando, mientras que el vector r’ va desde el origen a donde se localizalafuente puntual p,
(r"dv'. Ladistancia escalar entre el punto fuentey el punto campo es r —r’| y lafraccion (r —r)
/ |r —r'| es un vector unitario dirigido desde la fuente puntual al punto campo. Las variables de
integracion en coordenadas cartesianasson X, y'y 7.

R2.4. Calcular la carga total dentro de los voltiimenes siguientes: a) 0.1 = [x|, |y, || =

0.2, p, = W; b)0=p=010=¢=m2=2z=4 p, = p?> 2 sen 0.6¢; C) UNiverso:
oy = €2r2,

Respuesta. 0; 1.018 mC; 6.28 C

2.4 CAMPO DE UNA CARGA LINEAL

Hasta el momento hemos considerado dos tipos de distribuciones de carga: la carga puntua y la
carga distribuida a través de un volumen con densidad p,, C/m®. Si ahora consideramos una distri-
bucion de densidad de carga volumétrica en forma de filamento, como un conductor cargado de
radio muy pequefio, es conveniente considerar la carga como una linea de carga de densidad
PL C/m.

Supongamos una linea recta de carga que vaalo largo del gje z en un sistema de coordenadas
cilindricas de —co a oo, como lo muestra la figura 2.6. Deseamos calcular la intensidad de campo
eléctrico E en todosy cada uno de los puntos debido a una densidad de carga lineal uniforme py.

En primer lugar se debera considerar la simetria para determinar dos factores especificos. 1)
con cuales de las coordenadas no varia el campo, y 2) cudles componentes del campo no estan
presentes. La respuesta a estas preguntas nos indicara cua es componentes estan presentesy para
cuéles coordenadas varia.

Si estudiamos la figura 2.6, nos daremos cuenta que conforme nos movemos alrededor de la
linea de carga haciendo variar ¢, mientras se conservan p y z constantes, la cargalineal parece ser
lamisma desde cada angulo. En otras palabras, existe simetria azimutal y ninguna componente del
campo puede variar con ¢.

Otra vez, S mantenemos p y ¢ constantes mientras subimos y bajamos la carga lineal cam-
biando z, la carga lineal continuara extendiéndose a distancias infinitas en ambas direccionesy el
problemano variard. Esta simetriaaxial conduce a concluir que €l campo es independiente de z

Si mantenemos ¢ y z constantes y variamos p, €l problema cambia, y laley de Coulomb nos
hace esperar que el campo disminuya a medida que p se incrementa. De aqui que, mediante un
proceso de eliminacion, Ilegamos a hecho de que el campo varia inicamente con p.

Ahora, ¢cuales componentes estan presentes? Cadaincremento de longitud de lalinea de car-
gaactliacomo una carga puntual y produce una contribucion que aumentalaintensidad del campo
eléctrico, la cual tiene una direccién que se algja de la peguefia carga (suponiendo una linea con
carga positiva). Ningln elemento de carga produce una componente ¢ de intensidad eléctrica; Eg
es cero. Sin embargo, cada elemento produce una componente E, y E,, pero lacontribucion akE; se
cancelarg, debido a que existen elementos de carga situados a distancias iguales por encimay por
debajo del punto en el cual estamos determinando el campo.



2.4 Campo de una carga lineal

(0,0,2")

Figura 2.6 La contribucion dE = dEpap +
dE,a; a la intensidad de campo eléctrico que
genera un elemento de carga dQ = p,dz’ ubica-
do a una distancia z’ del origen. La densidad de
carga lineal es uniforme y se extiende a lo largo
de todo el gje z.

Por tanto, 1o que hemos encontrado es que solo existe unacomponente E,, que varia tinicamen-
te con p. Ahora se procedera a buscar esta componente.

Elegimos un punto P(0, y, 0) sobre el eje'y en e cua determinaremos e campo. Este es un
punto perfectamente general en vistadelano variacion del campo con ¢ y z. Se aplica (10) paraen-
contrar €l incremento del campo en P debido al incremento de cargadQ = p.dZ, y tenemos que:

X )
4reolr — 1|3
donde
r=ya = pa,
r'=Zaz
y
r—r’' = pa,—7a,
Por tanto,

pLdZ(pa, — Za;)

dE =
4reg(p? +22)%2

Ya que sdlo esté presente la componente E o podemos simplificar:

pLpdZ

dE, = — PLPE2
Y dreg(p? + 22)¥2

E - / pLpdZ
A eg(p? + 22)32
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Se integra por tablas de integrales o cambio de variable, Z = p cot 6, y tenemos

[oe]
oL 1 z
E = P\ 2T
weo' \p? /p2 + 22

-0

y
_ P
? o 2meqp
o finamente
PL
= a 16
rean” (16)

Observamos que €l campo decae inversamente con ladistancia sobre lalinea de la carga, a diferen-
ciadel caso de lacarga puntual, donde el campo disminuye con el cuadrado de ladistancia. El he-
cho de mover diez veces més lgjos una carga puntual conduce a que el campo Unicamente tenga 1%
delaintensidad inicial, pero a moverladiez vecesmaslgosdelalineade carga, € campo sereduce
Unicamente en 10% de su valor inicial. Puede hacerse una anal ogia con una fuente de iluminacion.
La intensidad luminosa desde una fuente puntual de luz también disminuye inversamente con el
cuadrado deladistanciaalafuente. El campo de un tubo fluorescente de longitud infinita disminuye
inversamente a la primera potencia de la distancia radial a tubo, y esperariamos que la intensidad
delaluz alrededor del tubo de longitud finita obedezca estaley en puntos cercanos a tubo. Sin em-
bargo, conforme los puntos se algjan cada vez més del tubo de longitud finita, éste eventualmente
parecera ser una fuente puntual y €l campo obedeceralarelacion del inverso a cuadrado.

Antes de terminar este primer vistazo del campo de unacargalineal infinita, debemos recono-
cer el hecho de que no es necesario que todas |as lineas de carga estén situadas alo largo del gez
Como ejemplo consideraremos una carga linea infinita paralelaa gezenx = 6y y = 8 (figura
2.7). Deseamos encontrar E en un punto P(x, y, 2) cualquiera del campo.

Reemplazamos p en (16) por la distancia radial entre la carga lineal y € punto P, R =
V(x —6)2 + (y — 8)2, y sugtituyendo a, por ag. Se obtiene,

PL
E = a
2reo/(X — 62 + (y —82

(6,8,2)
X‘. P(x, y, Z)

(0,8,0)

PL

(6,0,0)
(6.8,0) \
" (x5, 0)

Figura 2.7 Se identifica un punto P(x, y, z) cerca de una
carga lineal uniforme infinita ubicada en x = 6, y = 8.




2.5 Campo de una carga superficial

donde
R (x —6)ay + (y — 8)ay
arR = — =
IRl /(x —6)2+(y — 8)?
Por tanto,
E_ P (X —6)ax + (y — 8)ay

" 2me (X —6)2+ (y — 8)2

Otravez observamos que €l campo no es funcion de z.
En la seccion 2.6 describiremos como pueden esbozarse los campos y usaremos € campo de
unacargalineal como ejemplo.

R2.5. A lo largo de los ges x y y (positivo y negativo) en e espacio libre se encuentran
lineas de carga uniforme e infinitas de 5 nC/m. Hallar el valor de E en: a) Pa(0, 0, 4); b) Pg
0, 3, 4).

Respuesta. 453, V/m; 10.8a, + 36.9a, V/m

2.5 CAMPO DE UNA CARGA SUPERFICIAL

Lacargaen un plano infinito es otra configuraci on bési ca que posee una densidad uniforme ps C/m?.
Tal distribucion de carga se usa con frecuencia para determinar aproximadamente lo que sucede en
las cintas conductoras de una linea de transmisién o en un condensador de placas paralelas. Como
veremos en e capitulo 5, las cargas estéticas residen en las superficies de un conductor y no en su
interior; por estarazdn, pscomuinmente se conoce como densidad de carga superficial. Lafamiliade
distribuciones de carga esta completa: puntual, lineal, superficial y volumétrica, 0 Q, oL, psY p..

Colocamos una carga superficial en € plano yz y de nuevo consideraremos la simetria (fi-
gura 2.8). En primer lugar vemos que €l campo no puede variar cony 0 z, y que, por tanto, las
componentesy y z, debidas a los elementos diferenciales de la carga simétricamente localizados
con respecto al punto en el cual se desea calcular el campo, se cancelan. De aqui que sdlo estara
Ex presente, cuya componente es funcion sélo de x. Otra vez enfrentamos la eleccion de muchos
métodos mediante |os cuales evaluar esta componente, y en esta ocasion se utilizard un método y
se dejaran los otros como ejercicios para una tranquila tarde de domingo.

Utilizaremos el campo de una carga lineal infinita (16) dividiendo la laminainfinita en tiras
de ancho infinitesimal. Una de dichastiras se muestraen lafigura2.8. Ladensidad de cargalineal,

*P@, 0,0)

Figura 2.8 Una placa con carga infinita en el plano
yz, cualquier punto P sobre el gje x, y la carga lineal con
ancho diferencial son utilizados como el elemento para
determinar el campo en P por dE = psdy’ ar/(2meoR).
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0 carga por unidad de longitud, es p. = psdy’, y ladistancia desde esta linea de carga a cualquier
punto P sobre €l giexesR = /x2 + y2. La contribucién a E, debida a latira de anchura infini-
tesimal situada en P es, entonces,

psdy’ _ ps _xdy
2megy/ X2 + y2 2rreq X2 +y?

Al sumar los efectos de todas | as tiras, resulta

Ps /OO xdy" _ ps tan—ll/}oo _ ps

dEX:

E = =
X 2meo J_o X2+ Y2 2meg X

2¢ 0

-0

Si € punto P se eligi6 sobre €l e x negativo, entonces

_phs

E =
X 2¢ 0

ya que el campo siempre se dirige alejandose de la carga positiva. Esta dificultad con los signos
generalmente se supera especificando un valor unitario ay hormal alaldminay vadirigido hacia
afuera, es decir, alejandose de ella. Entonces,

E=ay (17)
260

Este es un resultado asombroso pues el campo resultd constante en magnitud y direccion. Estan
intenso amiles de kilometros de lalémina como en puntos que casi tocan la superficie. Considerando
otra vez nuestra anal ogia con la luz, descubrimos que una fuente uniforme de luz en el techo de una
recamara grande produce una.iluminacién sobre cada metro cuadrado del piso igua alaque produce
sobre un metro cuadrado a pocos centimetros debajo del techo. Si 1o que se desea es leer mejor esta
pagina con una iluminacion mayor, nada se logra acercando el libro a unafuente de luz similar.

Si una segunda carga superficial infinita, con una densidad de carga negativa —ps, se sitUia en
€l plano x = a, podemos encontrar el campo total resultante sumando la contribucion de cada una
delashojas. Enlaregion x > a,

E+:ﬁax E_:_Ex E=E,+E_=0
260 260
y parax < 0,
E,=-2a E. =48 E=E.+E_=0
260 260
ycuando0 < x < a,
Ps Ps
E, = —a E.=—=
" 260 X 260 X
y
E—E; tE. =155 (18)
€0

Este es un resultado préctico importante, pues se trata del campo existente entre las placas
paralelas de un condensador, con la condicion de que las dimensiones lineales de las placas sean
mucho mayores que su separacion y suponiendo también que se esta considerando un punto aleja-
do de los bordes. El campo externo del condensador, aungue no es cero, Como encontramos para
€l caso ideal precedente, normal mente es insignificante.



2.6 Lineas de flujo y esquemas de campos

R2.6. Tres laminas infinitas cargadas uniformemente se localizan en el espacio libre como
sigue: 3nC/m?enz = -4, 6 nC/m?en z= 1y -8 nC/m?en z = 4. Hallar E en € punto:
a) PA(2, 5, -5); b) PB(4, 2, —3); ¢) PC(-1, -5, 2); d) PD(-2, 4, 5).

Respuesta. —56.5a,; 283a,; 961a,; 56.5a, todas en unidadesV/m

2.6 LINEAS DE FLUJO Y ESQUEMAS DE CAMPOS

Ahora contamos con ecuaciones vectoriales paralaintensidad del campo el éctrico resultante debi-
do ala configuracion de varias cargas diferentes, y hemos tenido pocas dificultades parainterpre-
tar la magnitud y la direccion de las ecuaciones de campo. Desafortunadamente, esta simplicidad
no puede durar mucho més, pues ya se haresuelto lamayor parte de los casos sencillos y nuestras
nuevas distribuciones de carga conducen a expresiones mas complicadas paralos camposy auna
mayor dificultad en la visualizacion de los campos por medio de las ecuaciones. Sin embargo, es
cierto que unaimagen dice mas que mil palabras, si solo se supieracud imagen dibujar.
Considérese el campo sobre una carga lineal

oL
E =
2w egp

Lafigura2.9a) muestralaseccion transversal delacargalinea, y puede considerarse como nuestro
primer esfuerzo encaminado a dibujar el campo, pequefios segmentos de linea dibujados en cual-
quier lugar y que poseen unalongitud proporcional alamagnitud de E y conlamismadireccion de
E. Lafigurano logramostrar la simetria con respecto a ¢. Asi que en lafigura 2.9b) intentaremos
de nuevo con unalocalizacion simétricade los segmentos de linea. Ahoraaparece el problemareal:
es dificil dibujar las lineas mas largas en una pequefia region cercanaalacargay el problemano
se resuelve, aunque se usen segmentos de linea de igual longitud pero de un espesor proporcional
a E [figura 2.9c)]. Otros esquemas que se han propuesto incluyen el dibujo de lineas cortas para
representar campos maés fuertes (1o que resulta inherentemente engafioso) y utilizan la intensidad
de distintos colores para representar campos mas fuertes.

Por el momento, nos conformaremos con solo mostrar la direccién de E en todas partes. La
figura 2.9d) esun gjemplo a respecto. Unadistribucion simétrica de lineas (cada unaa45°) indica
que hay simetria azimutal y que las puntas de flecha muestran la direccion.

Estas lineas cominmente se denominan lineas de campo, aunque se aplican también otros
términos, por giemplo: lineas de flujo y lineas de direccion. Una pequefia carga positiva de prueba
situada en cualquier punto dentro de un campo y que esté libre para moverse se aceleraria en di-
reccion de lalineadeflujo que pasapor € punto. Si el campo representalavelocidad de un liquido
o de un gas (los cuales incidental mente debieron tener una fuente con p = 0), pequefias particulas
suspendidas en el liquido o gas evidenciarian las lineas de flujo.

Después encontraremos que existe una ventgja adicional en este esquemade lineas de flujo en
algunos casos especiales importantes; la magnitud del campo resulta inversamente proporcional
al espaciamiento de las lineas de flujo. Cuanto mas cerca estén unas de otras, mas intenso es €l
campo. Llegado e momento, mostraremos un método més fécil y preciso de hacer este tipo de
esquemas de lineas de campo.

Si intentamos bosquejar el campo de una carga puntual, lavariacion del campo hacialapagina
o fuera de €ella causaria dificultades de naturaleza insuperable; por esta razon, € esgquema por lo
genera selimita a campos de dos dimensiones.

En e caso de un campo de dos dimensiones podemos establecer arbitrariamente que E; = 0. Las
lineas de campo estan, entonces, confinadas en planos para los que z es constante, y su bosguejo se
repite para cada uno de dichos planos. Lafigura 2.10 muestra varias lineas de campo, donde seindi-
can las componentes E, y Ey paraun punto cualquiera. Con base en lageometria, es evidente que

=7 (19)
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CAPITULO 2 Ley de Coulomb e intensidad de campo eléctrico

A
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\
a) b)
c) d)

Figura 2.9 a) Un dibujo muy deficiente, b) y ¢) dos dibujos aceptables, y d) la
forma de costumbre del dibujo de una linea de campo. En la Ultima forma, las fle-
chas muestran la direccion del campo en todos los puntos a lo largo de la linea, y
la separacion de las lineas es inversamente proporcional a la intensidad del campo.

El conocimiento de laformafuncional de Eyy E, (ademéas de la habilidad pararesolver laecuacion
diferencial resultante) nos permitira obtener las ecuaciones de las lineas de flujo.
Como unailustracion de este método, considérese el campo de una cargalineal uniforme con

oL = 2meq,

En coordenadas cartesianas,

- _a+—2 a
x2+y2 ™ x2+y2

o

Figura 2.10. La ecuacién de una linea de campo se
obtiene resolviendo la ecuacion diferencial £,/ E, = dy / dx.




Problemas

Establecemos asi |a ecuacion diferencial:

dy _Ey _y dy _dx
dx Ey, x y X

Por tanto,
Iny=Inx+C; o0 Iny=Inx+InC
de donde se obtienen las ecuaciones de las lineas de flujo
y = Cx

Si queremos encontrar laecuacion de unalineade flujo en particular; por g emplo, aquellaque
pasa por P(-2, 7, 10), sencillamente sustituimos las coordenadas de ese punto en nuestra ecuacion
y evaluamos C. Entonces, 7 = C(-2) y C = 3.5, de modo quey = —3.5x.

Cadalineadeflujo esta asociada con un valor especifico de Cy laslineas radial es que muestra
lafigura2.9d) se obtienen cuandoC =0, 1,-1y 1/C = 0.

L as ecuaciones de las lineas de flujo también pueden obtenerse directamente en coordenadas
cilindricas o esféricas. Un gjemplo con coordenadas esféricas se examinara en la seccién 4.7.

R2.7. Obtener las ecuaciones de | as lineas de flujo que pasan por el punto P(1, 4, -2) en el

—8x NG

campo E = a) y ay + 7ay; b) 2e> [y(5x + 1)ax + xa].

Respuesta. X2 + 2y? = 33; y? = 15.7 + 0.4x— 0.08 In(5x + 1)

REFERENCIAS
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2. DellaTorre E.y C.L. Longo, The Electromagnetic Field, Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1969. Los
autores presentan toda la teoria el ectromagnética con un desarrollo cuidadoso y riguroso basado en una
solaley experimental, la de Coulomb. Comienzan desde el capitulo 1.

3. Schelkunoff, S.A., Electromagnetic Fields, Blaisdell Publishing Company, NuevaYork, 1963. Muchos
de los aspectos fisicos de los campos se estudian a principio del texto sin la aplicacion de matematicas
avanzadas.

PROBLEMAS

210 Tres cargas puntuales se ubican en €l plano Xy como sigue: una carga de 5 nC estaen
y = 5cm, unacargade-10 nC estaeny = -5 cmy otracargade 15 nC estaen x = -5
cm. Hallar las coordenadas x-y para que una cuarta carga de 20 nC produzca un campo
eléctrico igual acero en €l origen.

22! Dos cargas puntualesde 1 nC 'y —2 nC estén ubicadas en (0, 0, 0) y (1, 1, 1) respectiva-
mente, en el espacio libre. Determinar la fuerza vectorial que actUa sobre cada carga.

23] cuatro cargas puntuales de 50 nC cada una se ubican en el espacio libre en los puntos
A(L, 0, 0), B(-1, 0, 0), C(0, 1, 0) y D(0, -1, 0). Hallar lafuerzatotal sobre la cargaque
estaen A

241 oOcho cargas puntuales idénticas de Q C se ubican en las esquinas de un cubo de arista a,
con unacargaen el origeny lastres cargas mas cercanasen (a, 0, 0), (0, a, 0) y (0, 0, ).
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2510

261

271

281

2910

21010

2111

2121

2131

21414

2154

2161

2171

Hallar una expresion paralafuerza vectoria total sobre lacargaen el punto P(a, a, a),
suponiendo que estan en el espacio libre.

Unacarga puntual Q; = 25nC estaen € punto P1(4, -2, 7) y unacarga Q, = 60 nC esta
en P,(=3, 4,-2). a) Si € = ¢, halar E en el punto P3(1, 2, 3). b) ¢En qué punto sobre el
geyesky =07

Dos cargas puntual es de la misma magnitud g estan en z = =d/2. a) Hallar el campo
eléctrico en todas partes sobre €l gje z; b) hallar el campo eléctrico en todas partes sobre
el gex; c) repetir losincisosa) y b) s lacargaen z = —d/2 es—q en vez de +q.

Una carga puntual de 2 uC estaen el espacio libreen A(4, 3, 5). Hallar E,,, Eg y E; en €l
punto P(8, 12, 2).

Un dispositivo para medir cargas consiste de dos peguefias esferas aisladas de radio a,
unade las cuales estafija. Laotra se puede desplazar alo largo del ge xy esta sujetaauna
fuerzarestrictiva kx, donde k es la constante del resorte. Las esferas sin carga tienen su
centroenx = 0y x = d; ladltimaestafija. Si las esferas tienen cargas iguales y opues-
tas de Q coulombs, obtener la expresion para obtener Q en funcion de x. Determinar la
méxima carga que puede medirse en términos de ¢ , ky d, y obtener la separacion de las
esferas. ¢Qué pasasi se aplica una carga mayor?

Una carga puntual de 100 nC estaen A(-1, 1, 3) en el espacio libre. a) Hallar laubica
cion de todos los puntos P(x, y, 2) en los que Ex = 500 V/m. b) Hallar y; si P(-2, ys, 3)
se encuentra en dicho lugar.

Unacarga de—1 nC estaen el origen en el espacio libre. (Qué carga debe colocarse en
(2,0, 0) paraque Ex seaceroen (3, 1, 1)?

Unacarga Qg que esta en el origen en el espacio libre genera un campo cuyo valor E, =
1kV/men el punto P(-2, 1, -1). a) Hallar Q. Hallar E en M(1, 6, 5) en b) coordenadas
cartesianas; ¢) coordenadas cilindricas; d) coordenadas esféricas.

En una determinada region del espacio hay electrones moviéndose al eatoriamente. En
cualquier intervalo de 1 us, la probabilidad de encontrar un electron en una subregién

de volumen 10 *° m? es 0.27. ¢Qué densidad volumétrica de carga debe asignérsele a esa
subregién para dicho intervalo?

Una densidad volumétrica de carga uniforme de 0.2 1. C/m? esta en una concha esférica
gquevader = 3cmar = 5cm. Si p, = 0 en cualquier otra parte, halar: a) la cargatotal
presente en laconcha, y b) el valor der; si lamitad de la cargatotal estden laregidn 3
cm<<r <rig.

El haz electrénico de un tubo de rayos catddicos posee simetriacilindrica, y la densidad
de carga esta representada por p, = —0.1/(p? + 1078) pC/mS para0< p < 3x 104 m,
y py = Oparap > 3x 104 m. a) Hallar lacargatotal por metro alo largo del haz; b) s
lavelocidad del electron es5x 10° m/sy si un amperio se define como 1 C/s, hallar la
corriente en el haz.

Un volumen esférico de 2 um de radio tiene una densidad volumétrica de carga de 10°
C/md. a) ¢Cudl eslacargatotal encerradaen el volumen esférico? b) Suponer que una
region de gran tamafio contiene una de estas pequefias esferas en cada esquina de un
enrejado cubico de 3 mm de lado y que no hay cargas entre las esferas. ¢Cudl esladen-
sidad volumétrica de carga en dicharegion?

Una densidad de carga esta dada por p, = 2"°* C/m® en unaregion del espacio libre
donde pg ¥ a son constantes. Hallar la cargatotal dentro de: a) laesfera, r < a; b) el
cono, r=a,0=60=0.1r;c)laregion,r=a,0=60=0.17,0 < ¢ = 0.27.

Unacargalineal uniforme de 16 nC/m se ubicaalo largo delalineadefinidapor y = -2,
z=5.Si € = ¢g: @) hdlar E en P(1, 2, 3). b) Hallar E en ese punto sobre el planoz= 0
donde la direccion de E esta dada por (1/3)ay, — (2/3)a,.
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Problemas

a) Hallar E en el plano z = 0 producido por unacargalinea uniforme, p., que se ex-
tiendealolargo del gjezen el intervalo-L < z< L enun sistemade coordenadas ci-
lindricas. b) Si lacargalineal finita es aproximada por una cargalineal infinita(L — o),
¢eudl es el porcentsje de error de E, si p = 0.5L7 ¢) Repetir el inciso b) con p = 0.1L.

Unacargalineal uniforme de 2 £C/m esta sobre el ge z. Hallar E en el punto P(1, 2, 3)
en coordenadas cartesianas si lacargaestaentre: a) —co < z<oo; b)-4=z= 4.

Unacargalineal de densidad de carga uniforme po C/m de longitud ¢ esta orientadaalo
largo del gjezen ¢/2 < z < ¢/2. a) Hallar lamagnitud y direccidn del campo el éctrico,
E, en cualquier posicién alo largo del gje x. b) Con lalinea de carga dada en posicion,
encontrar la fuerza que actlia sobre una linea de carga idéntica que esta orientada alo
largo del gjex en £/2 < x < 3¢/2.

Dos cargas lineales uniformes del mismo valor con p; = 75 nC/m estan ubicadas en €l
espacio libreenx = 0,y = 0.4 m. ¢Qué fuerza por unidad de longitud ejerce cada una
delas cargas lineales sobre la otra?

Dos laminas de cargas uniformes idénticas tienen e valor ps = 100 n"C/m? y estan ubi-
cadas en €l espacio libreen z= *+2.0 cm. ¢Cud eslafuerza por unidad de érea que una
hoja ejerce sobre la otra?

Dada la densidad de carga de superficie ps = 2 £C/m?, enlaregion p < 0.2m, z= 0,
hallar E en: @) Pa(p = 0, z= 0.5); b) PB(p = 0, z= —-0.5). Demuestre que c) lalineaa
lolargo del e z se reduce ala de unaldminainfinita de carga a val ores pequefios de z;
d) el campo del ge z se reduce al de una carga puntual a valores grandes de z.

a) Hallar el campo eléctrico sobre €l ge z producido por un anillo anular de densidad de
carga superficial uniforme psen el espacio libre. En coordenadas cilindricas, €l anillo
ocupalaregionz =0,a = p =b, 0 = ¢ = 27. b) A partir del resultado del inciso a),
considere limites idoneos para obtener el campo de una carga de placainfinita.

Hallar el valor de E en el origen si |as distribuciones de carga siguientes estan presentes
en el espacio libre: carga puntual, 12 nC en P(2, 0, 6); densidad de cargalineal uniforme,
3nC/m, enx = -2,y = 3; densidad de carga superficial uniforme, 0.2 nC/m? enx = 2.

Una carga superficial que depende del radio esta distribuida sobre una lamina plana
infinitaen el plano x-y y en coordenadas cilindricas esta caracterizada por la densidad
superficial ps = pg/p, donde pg €s una constante. Determinar la intensidad de campo
eléctrico, E, en todas partes sobre €l ez

Dado el campo eléctrico E = (4x — 2y)ax — (2x + 4y)ay, hallar a) la ecuacion de la
linea de flujo que pasa por el punto P(2, 3, —4); b) un vector unitario que especifique la
direccién de E en Q(3, -2, 5).

Un dipolo eléctrico (analizado en detalle en la seccion 4.7) consta de dos cargas pun-
tuales de magnitud igual y opuesta +=Q separadas por ladistanciad. Con lascargasalo
largo del eje zen las posiciones z = *d/2 (con la carga positiva en la ubicacion z positi-
va), el campo eléctrico en coordenadas esféricas esta dado por E(r, 6) = [Qd/(4rreqrd)]
[2 cosba; + sen bay], donde r >> d. Use coordenadas rectangulares para determinar
expresiones para el vector fuerza sobre una carga puntual de magnitud g, a) en (0, 0, 2);
b) en (0, y, 0).

Si E = 20e ®y(cos 5xayx — sen 5xa,), hallar: @) |E| en P(x/6, 0.1, 2); b) un vector unitario
en ladireccion de E en P; ¢) laecuacion de lalinea que pasa por P.

Para campos que no cambian con respecto a z en coordenadas cilindricas, las ecuaciones
de las lineas se obtienen resolviendo la ecuacion diferencial E,/Ey = dp/(pdg). Hallar la
ecuacion de lalinea que pasa por el punto (2, 30°, 0) dado € campo E = p cos 2¢ap — p
sen 2¢ag.
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CAPIiTULO

Densidad de flujo eléctrico,
ley de Gauss y divergencia

espués de esquematizar algunos de los campos descritos en €l capitulo anterior y fami-
liarizarse con €l concepto de lineas de flujo, que muestran la direccién de la fuerza sobre
una carga de prueba en cualquier punto, es dificil dgar de dar a estas lineas un significado
fisicoy pensar en ellas como lineas de flujo. Ninguna particulafisica se proyectaradial mente hacia
fuera desde la carga puntual y no existen tentaculos de acero que se extiendan hacia fuera para
atraer o repeler una desprevenida carga de prueba, pero en cuanto las lineas de flujo se dibujan
sobre un papel surge unaimagen que muestra que de alguna manera“algo” esta presente.
Resulta muy (til imaginar un flujo eléctrico que fluya simétricamente desde la carga puntual
y que coincida con las lineas de flujo, de manera que siempre se visualice este flujo donde quiera
gue haya un campo el éctrico.
Este capitulo presentay utiliza los conceptos de flujo eléctrico y densidad de flujo eléctrico
para resolver nuevamente algunos de los problemas tratados en €l capitulo 2.
El trabajo resultara mucho maés fécil ahora, debido a la gran simetria de los problemas que
hemos considerado. ]

3.1 DENSIDAD DE FLUJO ELECTRICO

Alrededor de 1837, el director de la London Royal Society, Michael Faraday, comenz6 aintere-
sarse mucho en los campos electrostaticos y en el efecto de varios materiales aislantes sobre ellos.
Este problema lo habia preocupado durante los Ultimos diez afios, cuando estaba completamente
inmerso en los experimentos de su ahora famoso trabajo sobre la fuerza electromotriz inducida,
gue estudiaremos en €l capitulo 10. Al finalizar este trabajo habia construido un par de esferas
metdlicas concéntricas. La exterior consistia de dos hemisferios que se podian unir firmemente.
También preparo capas esféricas de material aislante (o material dieléctrico, o simplemente dieléc-
trico) para que ocuparan €l volumen entre las esferas concéntricas. De inmediato utilizaremos sus
descubrimientos acerca de los material es diel éctricos, porque los campos en €l vacio los trataremos
hasta el capitulo 6. En ese momento veremos que los materiales que utilizo tendran que clasificarse
como dieléctricos ideales.
Su experimento consistio esencialmente de |os siguientes pasos:

1. Con €l equipo desarmado, alaesferainterior se le daba una carga positiva conocida.

2. Loshemisferios se unian rodeando la esfera cargada con cercade 2 cm de material dieléctrico
entre ellas.

3. Laesferaexterior se descargaba conectandola momentaneamente atierra.

4. Laesferaexterior se separaba cuidadosamente usando instrumentos hechos de material ais-
lante parano perturbar lacargainducidaen ellay se mediala carga negativainducida en cada
hemisferio.



3.1 Densidad de flujo eléctrico

Faraday descubrié que la carga total en la esfera exterior era igual en magnitud a la carga
original colocadaen laesferainterior, y que esto se cumpliaindependientemente del material die-
[éctrico que separaba las dos esferas. Concluyé que habia algun tipo de “ desplazamiento” desde
laesferainterior alaexterior y que eraindependiente del medio; ahora a este flujo o conocemos
como desplazamiento, flujo de desplazamiento o simplemente flujo eléctrico.

L os experimentos de Faraday también mostraron, desde luego, que una carga positiva mayor
en la esferainterior inducia una correspondiente carga negativa mayor en la esfera exterior. Esto
condujo aestablecer laexistencia de unaproporcionalidad directaentre el flujo eléctricoy lacarga
delaesferainterior. El valor de la constante de proporcionalidad depende del sistema de unidades
y somos afortunados al utilizar unidades del Sl, yaque asi la constante es unitaria. Si el flujo el éc-
trico sedenotapor W (psi) y la cargatotal delaesferainterior por Q, entonces, por el experimento
de Faraday

v=Q

de manera que €l flujo eléctrico W se mide en coulombs.

Podemos obtener mas informaci6n cuantitativa considerando una esfera interior de radio ay
unaexterior deradio b, con cargas Q y —Q, respectivamente (figura 3.1). Las trayectorias del flujo
eléctrico ¥ que sevadesde laesferainterior alaexterior estan indicadas por laslineas de flujo dibu-
jadas en formaradial y simétrica desde una esfera a otra.

En la superficie de la esferainterior, un ¥ coulombs de flujo eléctrico los produce una carga
de Q(= W) coulombs distribuidos uniformemente sobre una superficie que tiene un area de 4z a2
m2. Ladensidad de flujo en esta superficie es W/4ra? o Q/4ra’C/m?, y ésta es una cantidad nueva
e importante.

A la densidad de flujo eléctrico, medida en coulombs por metro cuadrado (unidad algunas
veces descrita como “lineas por metro cuadrado”, porque cada linea se debe a un coulomb), sele
asigna la letra D, que se €ligi6 originalmente debido a los nombres alternativos de densidad de
flujo de desplazamiento o densidad de desplazamiento. Ladensidad de flujo eléctrico es un nombre
mas descriptivo, y por ello la usaremos de manera consistente.

Ladensidad de flujo eléctrico D es un campo vectoria que pertenece ala clase de los campos
vectoriales de “ densidades de flujo” y distinta del tipo de “ campos de fuerza’, en laque seincluye
laintensidad de campo eléctrico E. Ladireccién de D en un punto esla direccién de las lineas de
flujo en ese punto y su magnitud esigual al numero de lineas de flujo que atraviesan una superficie
normal alaslineas, divididaentre el area de la superficie.

Obsérvese de nuevo lafigura3.1. Ladensidad de flujo eléctrico estaen direccion radial y tiene
un valor de

Esferas Aidante o
metdlicas material
conductoras ~ dieléctrico

Figura 3.1 Elflujo eléctrico en la region entre un

par de esferas concéntricas cargadas. La direccion y
magnitud de D no son funcion del dieléctrico colocado
entre las esferas.
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CAPITULO 3 Densidad de flujo eléctrico, ley de Gauss y divergencia

Q N
D = ——a (esferainterior)
r—a Ama?
= i a (esferaexterior)
r—p A4mb?

y aunadistanciaradial r,dondea =r = b,

D= a

Arr?

Si ahora degjamos que la esfera interior comience a hacerse mas y mas pequefia, mientras sigue
reteniendo unacarga Q, en €l limite se convertira en una carga puntual; no obstante, la densidad de
flujo eléctrico en un punto ar metros de la carga puntual sigue siendo:

Q

Arr?

o 1

para Q lineas de flujo que se dirigen simétricamente alegjandose del punto y que pasan através de
una superficie esféricaimaginaria de area 4mr2.

Este resultado debe compararse con la ecuacion (9) de la seccion 2.2, que describe laintensi-
dad de campo €eléctrico radial de una carga puntual en el espacio libre,

Q

A egr 2

a

Por tanto, en el espacio libre,

D = ¢E | (sdloespacio libre) @

Aunque (2) es aplicable sdlo a vacio, no se restringe tnicamente al campo de una carga pun-
tual. Para una distribucion de carga volumétrica en general en el espacio libre

vd ) o
E = / | 47’3 eo\ézaR (sdlo espacio libre) (3)
VOl

donde esta relacion se deduce a partir del campo de una sola carga puntual. De manerasimilar, (1)

conduce a
pydv
D= a
/Vd RT=Cha “)

y (2) es, por consiguiente, verdadera para cualquier configuracion de carga en el espacio libre. La
expresion (2) la consideraremos como la definicion de D en el espacio libre.

Como preparacion para después estudiar |os dieléctricos, se debe sefidlar ahora que para una
carga puntual contenida en un medio dieléctrico ideal infinito, |os resultados de Faraday muestran
que (1) sigue siendo aplicable, lo mismo sucede con (4). Laecuacion (3) no es aplicable, de modo que
larelacion entre D y E serd un poco mas complicada que (2).

Puesto que D es directamente proporcional aE en el espacio libre, en aparienciaresultainne-
cesario utilizar un nuevo simbolo. Sin embargo, se hara por varias razones. Primero, D se asocia
con el concepto de flujo, que es un concepto nuevo e importante. Segundo, los campos D que
obtengamos seran un poco mas sencillos que los correspondientes campos E, ya que ¢g no apare-
cera



3.2 Leyde Gauss

R3.1. Una carga puntual de 60 .C selocalizaen el origen. Calcular €l flujo eléctrico que

pasaatravés de: a) laporcién delaesferar = 26 cm limitadapor 0 < 6 < %y O0<¢ < %

b) la superficie cerradap = 26 cmy z= * 26 cm; ¢) € planoz = 26 cm.

Respuesta. 7.5 uC; 60 uC; 30 uC

R3.2. Cacular D (en coordenadas cartesianas) en P(2, —3, 6) causado por: a) una carga
puntual Qx = 55 mC en Q(-2, 3, —6); b) una carga lineal uniforme p g = 20 mC/m en €l
ge x; ¢) una superficie cargada con una densidad uniforme psc = 120 «C/m? en el plano z
= -5m.

Respuesta. 6.38a,— 9.57a, + 19.14a, uC/m? —212a, + 424a, ;1C/m?; 60a, ;1C/m?

3.2 LEY DE GAUSS

Los resultados de los experimentos de Faraday con |as esferas concéntricas pueden resumirse en
una ley experimental que establece que el flujo eléctrico que pasa a través de cualquier superficie
esférica imaginaria situada entre las dos esferas conductoras es igua a la carga neta encerrada
en esa superficie imaginaria. Esta carga encerrada puede estar distribuida sobre la superficie de
la esfera interior o concentrada como una carga puntual en el centro de la esferaimaginaria. Sin
embargo, como un coulomb de flujo eléctrico lo produce un coulomb de carga, la forma del con-
ductor inferior podria haber sido un cubo o unallave delatén, y la cargatotal inducida en laesfera
exterior hubiese sido lamisma. Es cierto que la densidad de flujo habria cambiado su distribucion
simétrica anterior a alguna otra configuracion desconocida, pero +Q coulombs en cualquier con-
ductor interior producird una carga inducida de —Q coulombs sobre la esfera que lo rodea. Si
se sigue adelante podriamos reemplazar ahora los dos hemisferios exteriores por unalata vacia de
sopa, pero completamente cerrada. Q coulombs en la llave de latdn producirdn W = Q lineas
de flujo eléctrico e inducirian —Q coulombs sobre lalata.*

Esta generalizacion del experimento de Faraday conduce al siguiente enunciado, que se cono-
ce como ley de Gauss:

El flujo eléctrico que pasa a través de cualquier superficie cerrada esigual a la carga total encerrada
por esa superficie.

La contribucién de Gauss, uno de los mas grandes mateméti cos que el mundo hadado, no fue,
en realidad, que haya establecido laley que acabamos de mostrar, sino que proporciond laforma
matemética de este enunciado, la cual obtendremos ahora.

Supongamos una distribucion de carga, que se muestra como una nube de cargas puntuales
en lafigura 3.2, rodeada por una superficie cerrada de unaforma cualquiera. La superficie cerrada
puede ser la de algiin material real, pero generalmente esta en una superficie imaginaria cerrada
gue queremos visualizar. Si la cargatotal es Q, entonces pasaran Q coulombs de flujo eléctrico a
través de la superficie cerrada. En todo punto sobre la superficie el vector densidad de flujo el éctri-
co D tendra algun valor Ds, donde el subindice Ssdlo indica que el vector D debe evaluarse en la
superficie. En general, Ds variard en magnitud y direccién de un punto a otro de la superficie.

Debemos considerar ahora la naturaleza de un pequefio elemento de superficie. Un pequefio
elemento de superficie cuya area sea AS se parece mucho a una porcién de una superficie plana
y la descripcion completa de este elemento de superficie requiere no solo establecer su magnitud
A Ssino también su orientacion en el espacio. En otras palabras, a pequefio el emento de superficie
se le debe dar un carécter vectorial. La Unica direccidn posible que puede asociarse con AS esla
direccion delanormal aun plano, el cual estangente alasuperficie en el punto en cuestion. Desde

1 Si éste fuese un aislante perfecto, la sopa podria dejarse incluso en el envase sin que haya diferencia en los resultados.
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luego existen dos normales, y la ambigliedad se evita escogiendo la normal haciafuera, siemprey
cuando la superficie sea cerraday “haciafuera’ y tenga un significado especifico.

Considérese, en cualquier punto P, un pequefio elemento de superficie ASy permita que Ds
forme un angulo 6 con AS, como lo muestra lafigura 3.2. El flujo através de ASes, entonces, €
producto de la componente normal de Dsy AS,

AWV = flujo que atraviesa AS = DgpormAS = DsC0SOAS = Ds- AS

donde hemos aplicado la definicién de producto punto, desarrollada en el capitulo 1.
El flujo total que pasa através de la superficie cerrada se obtiene sumando |as contribuciones
diferenciales que cruzan cada elemento de superficie AS,

\IJ=/d\If= Ds-dS

Laintegral resultante es unaintegral de superficie cerrada, y como el elemento de superficie
dS siempreimplicadiferencial es de dos coordenadas, tales como dx dy, p d¢ dp 0 r2 sen 6 do dg, se
tratade unaintegral doble. Normal mente se emplea solo un simbolo de integral y se coloca debajo
de él unaSparaindicar que laintegral es de superficie; aunque en realidad esto no seria necesario
puesto que la diferencial dS indica automaticamente que se trata de una integral de superficie.
Una Ultima convencion es colocar un pequefio circulo sobre el mismo simbolo de laintegral para
indicar que laintegracién debe hacerse sobre una superficie cerrada. Dicha superficie sellamacon
frecuencia superficie gaussiana. Laformulacion matemética de laley de Gauss es, entonces:

v = f Ds-dS = carga superficia = Q (5)
S

Lacargatotal encerrada puede estar compuesta por varias cargas puntuales, en cuyo caso

Q = =Qn

Q:/PLdL

0 por unacargalinea

0 por una carga superficial,

Q= / psdS (no necesariamente una superficie cerrada)
S

D S normal

Figura 3.2 La densidad de flujo eléctrico Ds en P
debido a la carga Q. El flujo total que pasa a través de
AS es Ds - AS.



3.2 Leyde Gauss

o por unadistribucion de carga volumétrica,

Q =/ py dv
vol

Por lo general se usalaultimaférmula, y no esdificil ponerse de acuerdo y aceptar que repre-
senta cualquiera o todas las otras formas. Seguin este acuerdo, laley de Gauss puede expresarse en
términos de la distribucién de carga como:

st-dS=/ 0, dv (6)
S vol

Esta ecuacioén matemética significa simplemente que €l flujo eléctrico total a través de cualquier
superficie cerrada esigual ala carga encerrada.

Parailustrar la aplicacion de la ley de Gauss comprobaremos los resultados del experimento de
Faraday colocando unacarga puntua Q en el origen de un sistema de coordenadas esféricas (figura
3.3), y elegiremos como superficie cerrada una esfera de radio a.

Solucién. Tenemos, como ya se sabe,

Q
D =
471r2a"
En la superficie de la esfera,
Q
D =
s 4716\2ar

En el capitulo 1 se encontrd que el elemento diferencial de area sobre una superficie esférica
es, en coordenadas esféricas,

dS=r?senoddd¢ = a’sen6 do dg

Figura 3.3 Aplicacion de la ley de Gauss al
campo de una carga puntual Q sobre una su-
perficie esférica cerrada de radio a. La densi-
dad de flujo eléctrico D es normal en todos los
puntos de la superficie esférica y siempre tiene
una magnitud constante en dichos puntos.
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dS = a’sen6 do d¢ a

El integrando es

Q Q
De- La —
s'd a2 A

lo cual conduce alaintegral cerrada de superficie:

¢=21 0=m
/ / 2sezn0d9d¢>
o=0 Jo

donde los limites de la integracién han sido elegidos de modo que la operacion se realice sobre
toda la superficie de la esfera de una sola vez.? La integracion nos da

/0 Q( cosf),d¢ = /—d¢ Q

y obtenemos un resultado que muestra que Q coulombs de flujo eléctrico atraviesan la superficie,
como deberiamos, ya que la carga encerrada es de Q coulombs.

R3.3. Dadaladensidad de flujo eléctrico, D = 0.3r%a, nC/m? en el espacio libre: a) hallar
E en e punto P(r = 2, 6 = 25°, ¢ = 90°); b) hallar lacargatotal contenidaen laesferar =
3; ¢) hallar €l flujo eléctrico total que sale delaesferar = 4.

Respuesta. 135.5a, V/m; 305 nC; 965 nC

R3.4. Cacular € flujo eléctrico total que sale de la superficie clbica que forman los seis
planos x, y, z= =5 s ladistribucién de carga es. a) dos cargas puntuales de 0.1 «C en (1,
-2, 3) y% uCen (-1, 2, -2); b) unacargalineal uniformedez uC/menx = -2,y = 3; ¢) una
carga de superficie uniforme de 0.1.C/m? en el planoy = 3x.

Respuesta. 0.243 uC; 31.4 1C; 10.54 uC

3.3 APLICACION DE LA LEY DE GAUSS: ALGUNAS
DISTRIBUCIONES DE CARGA SIMETRICAS

Consideraremos ahorala manera de aplicar laley de Gauss,

Q =7§SDS-dS

para determinar Ds cuando se conoce la distribucion de carga. Este es un ejemplo de una ecuacion
integral en lacual la cantidad desconocida que se determinara aparece dentro de laintegral.

La solucion es facil si tenemos la capacidad de elegir una superficie gaussiana cerrada que
satisfaga dos condiciones:

1. Dsestaen cuaquier punto, normal o tangencial ala superficie cerrada, de modo que Ds - dS
se convierte en D<dS 0 en cero, respectivamente.

2 Notese que s tanto # como ¢ variaran en el rango desde 0 a 27, la superficie esférica seria cubierta dos veces.
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2. Sobre esta porcion de la superficie cerrada parala cua Ds - dS no es cero, Ds = constante.

Esto permite reemplazar €l producto punto con un producto de escalares Dsy dS, y llevar Dg
fuera del simbolo de laintegral. Laintegral se reduce, entonces, a /dS, sobre esa porcién de la
superficie cerrada que € campo vectorial Ds atraviesa normalmente y su valor es solo el area de
esa seccion de la superficie. SOlo el conocimiento de la simetria del problema nos permitira elegir
la superficie encerrada adecuada.

Consideremos de nuevo unacargapuntual Q en €l origen de un sistemade coordenadas esféricas
y decidamos en qué superficie cerrada adecuada se cumplen los dos requerimientos enunciados. La
superficie en cuestion obviamente esférica de cualquier radio r centradaen el origen. Dsesnormal a
la superficie en todas partes, Dstiene e mismo valor en todos |os puntos sobre la superficie.

Entonces tenemos,
Q Zst‘dSZ% Dst
S esf
d=21 O=m
=D5y§ dS=Dsf / r2seno do d¢
esf ¢=0 =0
= 4nr?Dg
y de aqui,
Q
D = —
ST 4nr2

Como r puede tener cualquier valor y ya que Ds se dirige radialmente hacia fuera,

Q. .__0Q

" 4r2 & Areqr 2

ar

esto coincide con los resultados del capitulo 2. El gemplo es trivial, y se podria objetar que es
necesario saber de antemano que el campo es simétrico y se dirige radialmente hacia fuera para
obtener larespuesta. Esto es cierto, y larelacion del inverso cuadrado queda como la Unica verifi-
cacion obtenida a partir de laley de Gauss. El gjemplo sirve, sin embargo, parailustrar un método
gue podemos aplicar a otros problemas, incluyendo varios que son casi imposibles de resolver con
laley de Coulomb.

¢Existen algunas otras superficies que pudieran satisfacer las dos condiciones pedidas? El
estudiante debe determinar cuales superficies sencillas, como un cubo o un cilindro, no redinen los
requisitos.

Como un segundo ejemplo, de nuevo consideraremos una distribucién de cargalineal unifor-
me pL colocadaalo largo del ge zy que vade—co a +oo. Primero debemos tener un conocimiento
de lasimetriadel campo, y podremos considerar completo este conocimiento cuando se conozcan
las respuestas a estas dos preguntas:

1. ¢Qué coordenadas influyen en lavariacion del campo, o de qué variables es funcién D?
2. ¢Cudes componentes D estan presentes?

Al emplear laley de Gauss, la cuestion no es utilizar la simetria para simplificar la solucion,
pues laaplicacion delaley de Gauss depende solamente de lasimetria, y si no podemos demostrar
gue esta simetria existe, entonces no es posible recurrir a la ley de Gauss para obtener una solu-
cion. Responder las dos preguntas anteriores se vuel ve ahora “ una obligacion”.

A partir de nuestro estudio anterior de la carga lineal uniforme, se hace evidente que solo la
componente radial de D esta presente, o

D=D,a,
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y este componente esta en funcion sdlo de p:
D, = f(p)

La eleccion de una superficie cerrada ahora es sencilla, pues una superficie cilindrica es la Gnica
superficie paralacual D, es normal en todas partesy pueden encerrarla superficies planas norma-
les a ge z Lafigura 3.4 muestraun cilindro circular cerrado recto de radio p que abarca desde z
=0az=1L.

Aplicamoslaley de Gauss,

7§ Ds-dS = Dsg dS+0/ dS+O/ ds
cil lados arriba abgjo

L 2
DS/ / pdpdz = Dg2rpl
z=0J¢=0

Q

y se obtiene,

_Q
2rpl

DSZDp

En términos de ladensidad de cargalinea o, la cargatotal encerradaes:

Q=npL
lo cual da
D, = L
21p
0
_ P
P 2megp

Cargalineal & —
PL

Figura 3.4 La superficie gaus-
siana para una carga lineal infinita
y uniforme es un cilindro circular
recto de longitud L y radio p. D es
constante en magnitud y es per-
pendicular a la superficie cilindrica;
D es paralelo a las tapas de dicho
cilindro.
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Al compararlo con la ecuacién (16) de la seccién 2.4 se muestra que se ha obtenido el resul-
tado correcto, y con mucho menos trabajo. Una vez que se ha elegido la superficie apropiada, la
integracion solo consiste en escribir €l area de la superficie en lacua D es normal.

El problema de un cable coaxial es casi idéntico al delacargalineal y esun ejemplo extrema-
damente dificil de resolver desde el punto de vista de laley de Coulomb. Supdngase que se tienen
dos conductores cilindricos coaxiales, € interior de radio ay el exterior de radio b, y los dos de
longitud infinita (figura 3.5). Supondremos unadistribucion de carga ps sobre la superficie exterior
del conductor interior. Cargalineal

L as consideraciones de simetria nos permiten observar que solo esta presente la componente
D, y que sblo puede estar en funcion de p. Un cilindro circular recto de longitud L y de radio p,
donde a < p < b, debe elegirse necesariamente como la superficie gaussiana, y con rapidez ob-
tenemos:

Q = Dg2rnplL

Lacargatotal en unalongitud L del conductor interior es:

L pom
Q= / / psade dz = 2ralps
z=0J¢=0

delo cual tenemos,

DS=% D=%ap (a<p<b)

P

Este resultado puede expresarse en términos de carga por unidad de longitud, porque el conductor
interior tiene 2raps coulombs en cada metro de longitud, y de aqui, con p. = 2raps,

PL
=_—a
2mp "

y lasolucién tiene unaforma idéntica a la que se obtuvo para una cargalinea infinita.

Puesto que cada linea de flujo eléctrico que sale de la carga en €l cilindro interior debe ter-
minar en una carga negativa en la superficie interior del cilindro exterior, la carga total en esta
superficie debe ser

Qcilindro exterior = —2m &L ps cilindro interior

y se encuentra que la carga superficial del cilindro exterior es

2r bI—)OS,ciIindro exterior = —2maLPs dilindro interior

Conductores
cilindricos

p=>b
p=a

Figura 3.5 Dos conductores cilin-
dricos coaxiales que forman un cable
coaxial proporcionan una densidad
de flujo eléctrico uniforme dentro de
los cilindros dada por D, = aps/p.

@
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a

PS,cilindro exterior — Bps,cilindrointerior

¢Qué sucederia si usaramos un cilindro de radio p, p > b como la superficie gaussiana? La
carga total encerrada seria entonces cero, por haber cargas iguales y opuestas en cada cilindro
conductor. De aqui que

0 = Dg2npl (p >h)
Ds=0 (p > b)

Un resultado idéntico se obtendria para p < a. Entonces, €l cable coaxia o condensador no
tiene campo externo (con esto demostramos que el conductor exterior es un “blindaj€”), y no hay
campo dentro del conductor central.

Nuestro resultado también es Util para un cable coaxial de longitud finita que esté abierto en
|os extremos, a condicion de que lalongitud L sea mucho mayor que €l radio b, de manera que la
asimetria en los extremos no af ecte apreciablemente la solucién. Este dispositivo se [lamatambién
condensador coaxial. Ambos, €l cable y el condensador coaxial, apareceran con frecuencia en
temas posteriores.

Consideremos un cable coaxial de 50 cm de longitud, con un radio interior de 1 mmy un radio
exterior de 4 mm. Se supone que el espacio entre ambos conductores esta lleno de aire. La carga
total en el conductor interior es 30 NC. Deseamos conocer la densidad de carga en cada conductor,
asi como los camposE y D.

Solucién. Empezamos averiguando la densidad de carga superficial del cilindro interior,

findoineior 30 X 1079
Ps,cilindro interior — th;cji;o;r;ienor = 27T(10*3)(0.5) =955 ,uC/mZ

Ladensidad de carga negativa en la superficie interior del cilindro externo es

Qcilindro exterior —30 X 1079 2
PS,cilindro exterior 27bL 27(4 x 10-3)(0.5) pim
Por tanto, los campos internos pueden calcularse facilmente:
1073(9.55 x 10°© 9.55
D, = 25 _ (985 x107) _ 955 e
P P
y
D 9.55 x107° 1079
E, =2 X = Vim

© 8854x102,

Ambas expresiones se aplican alaregion donde 1 < p <4 mm. Parap < 1mmo p >4 mm, E
y D son cero.

R3.5. Una carga puntual de 0.25 1 C selocalizaenr = 0y algunas densidades uniformes
superficiales de carga se ubican como sigue: 2 mC/m?enr = 1cmy —-0.6 mC/m?enr = 1.8
cm. CacularDen:a)r = 0.5cm; b)r = 1.5cm; c) r = 2.5 cm. d) ¢Qué densidad de carga
superficial uniforme deberd haber enr = 3 cm paraprovocar queD = Oenr = 3.5cm?

Respuesta. 7963, uC/m?%, 977a, nC/m?; 40.8a, nC/m?; —28.3 uC/m?




3.4 Aplicaciones de la ley de Gauss: elemento diferencial de volumen

3.4 APLICACIONES DE LA LEY DE GAUSS:
ELEMENTO DIFERENCIAL DE VOLUMEN

Ahora aplicaremos los métodos de laley de Gauss a un tipo de problemas ligeramente distintos,
unos que no poseen simetriaalguna. A primeravista pareceria que nuestro caso esimposible, pues
sin simetria no puede €l egirse una superficie gaussiana simple parala cua la componente normal
de D sea constante o cero en todos |os lados de |a superficie. Sin dicha superficie, laintegra no se
puede evaluar. Existe sdlo unamanera de evitar estas dificultades: elegir una superficie muy peque-
fia cerrada donde D sea casi constante sobre la superficie y representar adecuadamente un cambio
pequefio en D usando |os primeros dos términos del desarrollo en la serie de Taylor paraD. Lo co-
rrecto del resultado seiramejorando a medida que el volumen encerrado por lasuperficie gaussiana
disminuya, y en algunos casos |legaremos hasta el limite, cuando este volumen tiende a cero.

Este ejemplo también difiere de los anteriores en que el valor de D no se obtendra como res-
puesta, sino que en su lugar se adquirira ciertainformacién muy valiosaacercade como variaD en
laregion de la pequefia superficie escogida. Esto Ileva a establecer directamente una de las cuatro
ecuaciones de Maxwell, que constituyen el fundamento de |a teoria el ectromagnética.

Consideremos cual quier punto P, como el delafigura3.6, localizado en un sistemade coorde-
nadas cartesianas. El valor de D en el punto P puede expresarse en componentes cartesianas, Do =
Dyoax+ Dyoay + Dnoa,. Elegimos como superficie cerrada una pequefia caja rectangular, centrada
en P, quetiene lados de longitudes Ax, Ayy Az, y seaplicalaley de Gauss,

fSD-ds=Q

La evaluacion de laintegral sobre la superficie cerrada requiere separarla en seis integrales,
una sobre cada cara,

?gD-dS:/ +/ +/ +/ +/ +f
S enfrente posterior izquierda derecha arriba debajo

Considéreselaprimerade ellas en detalle. Puesto que €l elemento de superficie es muy peque-
fio, D es esencialmente constante (sobre esta porcion de toda la superficie cerrada) y

/ = Denfrente : ASenfrente
enfrente

= Denfrente - AY AZay

= Dy enfrente AY AZ
P(x,y,z)
D=Dy=Dyga,+Da,+Dya,
o
|
|
| y
[ ]
Az /I —————
// AX
/
Ay

Figura 3.6 Una superficie gaussiana de tamafo dife-
rencial alrededor de un punto P se usa para investigar la
razén de cambio espacial de D en la vecindad de P.
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donde solo tenemos que expresar €l valor aproximado de Dy para esta cara frontal. La cara frontal
estaaunadistancia Ax/2 de P, y de aqui,

AX
Dy enfrente = Dxo + - X razén de cambio de Dycon x

AX 0Dy

=D
R

donde Dy es €l valor de Dy en P, y donde se debe emplear una derivada parcial para expresar la
razén de cambio con respecto a x de Dy, puesto que Dy en genera también variaconyy z Esta
expresion podria haberse obtenido mas forma mente empleando sdlo €l término constante y el tér-
mino que involucrala primera derivada del desarrollo en la serie de Taylor para Dy en la vecindad
deP.

Tenemos ahora,

AX oD
/ (on X ) Ay Az
enfrente 2 aX

Se considera ahoralaintegral sobre la cara posterior,

f = Dposterior : ASposterior
posterior
= Dposlerior : (_Ay AZa—x)
= _Dx,posterior Ay Az

AX 0Dy
2 9x

Dx posterior — DxO

que da,

AX 9Dy
/ DXO Ay
posterior 2 ax

Si combinamos estas dos integral es, tenemos,

/enfrente /;‘)osten or

Al aplicar exactamente el mismo procedimiento se encuentra que

/ f 9Dy Ax Ay Az
derecha |qu|erda

f / AX Ay Az
arriba debajo

y estos resultados se pueden reunir para dar:

D oD D
%D-dsi (3 x 90y 9 Z)AxAyAz
s aX ay 0z
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D D D
?gD-dS:Q'=<h+h+az)Au @)
s aX ay 0z

La expresi6n es una aproximacion que resultamejor conforme Av sereduce, y en lasiguiente
seccién dejaremos que Av tienda a cero. Por el momento, hemos aplicado laley de Gauss ala su-
perficie cerrada que rodea el elemento de volumen Av 'y tenemos como resultado |a aproximacion
(7) afirmandose que,

an aDy aDz
— + — + —— | X volumen Av (8)
aX ay 0z

Cargaencerradaen un volumen Av = <

Hallar el valor aproximado de la carga total encerrada en un volumen infinitesimal de 10° m3
ubicadaen el origen, s D = eXseny ar €% cosy ay + 2za, C/m2

Solucién. Primero evaluamos las tres derivadas parciales en (8):

an

= —e “sen
ax y
aD
Y = efx$ny
ay
aDZ _
0z

En €l origen, las dos primeras expresiones son cero y la Gltima es 2. Por tanto, vemos que la carga
encerrada es un elemento de volumen pequefio que debe ser de aproximadamente 2Av. Si Av es
1072 m3, entonces se habran encerrado aproximadamente 2 nC.

R3.6. En el espacio libre seaD = 8xyZ'a, + 4x°Z'a, + 16x%yz%a, pC/m?. a) Hallar el flujo
eléctrico total que pasaatravésdelasuperficierectangularz=2,0<x<2,1<y<3,enla
direccion a,. b) Hallar E en P(2, -1, 3). ) Hallar un valor aproximado de lacargatotal conte-
nida en una esferainfinitesimal ubicadaen P(2, -1, 3) y que tenga un volumen de 102 mq,

Respuesta. 1365 pC; — 146.4a, + 146.4a, - 195.2a, V/m; -2.38 x 101 C

3.5 DIVERGENCIA Y LA PRIMERA ECUACION
DE MAXWELL

Ahora obtendremos unarelacién exacta a partir de (7), degjando que €l elemento de volumen Av se
reduzca a cero. Escribiendo esta ecuacion como

oDy 9Dy aD D-dS
X2 22V 42 772) — |im ygs = |img=pv )
X 3y 0z Av—0 Av Av—0 Av

donde ladensidad de carga, p, se identifica en la segundaigualdad.
Los métodos de la seccion anterior se pueden aplicar con cualquier campo vectorial A para
encontrar ¢ A - dS para una pequefia superficie cerrada, lo cual conduce a

dA dA A-dS
<—X+—y+a—Az) = |im JsA-dS
Av—0

aX ay 0z Av (10)
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donde A puede representar un campo vectorial de velocidad, gradiente de temperatura, un campo
de fuerza o cualquier otro.

Esta operacion apareci o tantas veces en las investigaciones fisicas en €l Gltimo siglo que reci-
bi6 el nombre descriptivo de divergencia. La divergencia de un campo vectorial A cualquiera, se
define como,

. . _ . JsA-dS
Divergencia A =divA = |lim —=—

11
Av—0 Av ( )

y se abreviadiv A. Lainterpretacion fisica de la divergencia de un vector se obtiene describiendo
cuidadosamente las operaciones implicadas en el lado derecho de (11), donde A la deberemos
considerar como miembro de la familia de vectores de densidades de flujo con el fin de ayudar a
lainterpretacion fisica

La divergencia de un vector del tipo densidad de flujo A es el limite de la cantidad de flujo por unidad
de volumen que sale de una pequefia superficie cerrada cuando el volumen tiende a cero.

Lainterpretacion fisica de la divergencia que proporciona esta afirmacion es Gtil amenudo en
|a obtencién de informacién cualitativa acerca de la divergencia de un campo vectorial sin recurrir
alainvestigacion matematica. Por ejemplo, consideremos la divergencia de la velocidad del agua
en una bafiera después de que el desagiie ha sido abierto. El flujo de salida neto de agua en cual-
quier superficie cerrada que se encuentre enteramente dentro del agua debe ser cero. El aguaesen
esenciaincompresible, y lacantidad de agua que entray sale en diferentesregiones de lasuperficie
cerrada debe ser lamisma. De aqui que la divergencia de esta velocidad sea cero.

Sin embargo, si consideramos la velocidad del aire en un neumatico perforado con un clavo,
observaremos que €l aire se expande a medida que la presion bajay que en consecuencia hay un
flujo neto en cualquier superficie cerrada que se encuentre dentro del interior del neumético. La
divergencia de esta velocidad es, por consiguiente, mayor que cero.

Si la divergencia de una cantidad vectoria es positivaindica la existencia de una fuente de la
cantidad vectoria de ese punto. Del mismo modo, una divergencia negativa indica un sumidero.
Puesto que ladivergencia de la velocidad del agua antes mencionada es cero, no existen fuentes o
sumideros.® Sin embargo, € aire al expandirse produce una divergencia positiva de lavelocidad y
cada punto interior puede considerarse como una fuente.

Si expresamos (9) con el nuevo término, tenemos

: dDx 9D, aD,
divD = + 2+ = rectangular
( e D T2 ) (rectangular) 12)

Nuevamente esta expresi 6n tiene unaforma que no involucraladensidad de carga. En realidad solo
es € resultado de aplicar la definicion de la divergencia (11) a elemento diferencial de volumen
en coordenadas cartesianas.

En caso de haber escogido el volumen diferencia p dp d¢ dz en coordenadas cilindricas o r?
sen 6 dr do d¢ en coordenadas esféricas, se habrian obtenido expresiones para la divergencia en
términos de las componentes del vector en el sistema de coordenadas particular, y en términos de
|as derivadas parciales con respecto a las variables de ese sistema. Estas expresiones se obtienen
en el apéndice A y se dan aqui por conveniencia:

divD = E — (pID)y)) F = ==L F — (cilindrica) (13)
o o z

3 Habiéndose elegido un elemento diferencial de volumen dentro del agua, la disminucion gradual en el nivel del agua
con el tiempo ocasionaré que el elemento de volumen quede encima de la superficie del agua. En el instante en que la
superficie del aguainterceptaa elemento de volumen, la divergencia se vuelve positivay el pequefio volumen se convier-
te en una fuente. Este problema se evita especificando un punto entero.



3.5 Divergenciay la primera ecuacion de Maxwell

3 1 Dy .
— S ——
~=nd 30 (sen6 Dy) rseng 99 (esférica) (14)

1 0
divD == —(r?D,) +
r28r( )

Estas relaciones también se muestran en las Ultimas péginas del libro.

Debe notarse que la divergencia es una operacion que se aplica sobre un vector y cuyo resulta-
do esun escalar. Debe recal carse que, de manerasimilar, €l producto punto, o escalar, esunaforma
de definir la multiplicacién de dos vectores, de lo cual resulta un escalar.

Por alguna razén es comun cometer el error, cuando se utilizala divergencia por primeravez,
de impartirle una cualidad vectorial ala operacion escribiendo vectores unitarios entre las derivar
das parciales. La divergencia simplemente indica cuanto flujo sale de un pequefio volumen, por
unidad de volumen; no se asocia ningunadireccion con ella.

Podemos ilustrar el concepto de divergencia continuando con el ejemplo del final de la
seccién 3.4.

Hallar div D enel origensi D = e *senya, — e X cosy ay + 2za,.

Solucién. Utilizamos (10) para obtener

9Dx +8_Dy+a_DZ
aX ay d9z
=—e X seny+e *seny+2=2

divD

Sin considerar la ubicacion, el valor esla constante 2.
Si las unidades de D son C/m?, entonces las unidades de div D son C/m?. Esta.es una densidad
de carga volumétrica cuyo concepto se estudiara en la seccidn siguiente.

R3.7. Halar el valor numérico de la divergenciade D en los puntos indicados si: @) D =
(2xyz— y)ax+ (X’z— 2xy)ay + x?ya, C/m? en Pa(2, 3, -1); b) D = 2pZ* sen? ¢a, + pZ* sen
2¢ay + 2p°zsen’ pa, CIm? en Pg(p = 2, ¢ = 110°,z = -1);c) D = 2r sen 9 cos¢ & + I cos
6 cos¢ ag—r sen¢ a; CIm?en P (r = 1.5,0 = 30°, ¢ = 50°).

Respuesta. —10.00; 9.06; 1.29
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Por ultimo, podemos combinar las ecuaciones (9) y (12) para establecer la relacion entre la
densidad de flujo eléctrico y ladensidad de carga:

(19

Esta eslaprimerade |as cuatro ecuaciones de Maxwell segiin se aplican alaelectrostéticay a
los campos magnéticos estables, y establece que el flujo eléctrico por unidad de volumen que sale
de una unidad de volumen muy peguefia es exactamente igual ala densidad de carga volumétrica
ahi presente. En formaidonea, esta ecuacion se denominaforma puntual delaley de Gauss. Laley
de Gaussrelacionad flujo que sale de cual quier superficie cerrada con la cargaencerrada, y lapri-
mera ecuacion de Maxwell establece un planteamiento idéntico segin una base volumétrica para
un pequefio volumen que se reduce cadavez mas, o en un punto. Debido aqueladivergenciapuede
expresarse como la suma de tres derivadas parciales, la primera ecuacion de Maxwell también se
describe como laformadiferencial delaley de Gaussy al revés, laley de Gauss seidentificacomo
laformaintegral de la primera ecuacion de Maxwell.

Como gemplo especifico, consideremos la divergencia de D en la region alrededor de una
carga puntual Q localizadaen el origen. Tenemos el campo
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CAPITULO 3 Densidad de flujo eléctrico, ley de Gauss y divergencia

D= ar

Arr?

y utilizando (14), la expresion parala divergencia en coordenadas esféricas:

10 1 0 1 oD
divD = = —(r2D;) + — (Dy send) + =
r ar r send 00 rsenf do
Debido aque Dyy D, son cero, tenemos
. 1d Q .
divD == — (r? =0 sir #0
r2 dr < 4nr2> (s #0)

Por tanto, p, = 0 en todas partes excepto €l origen, donde es infinito.

La operacion divergencia no esta limitada solamente a la densidad de flujo eléctrico; puede
aplicarse acualquier campo vectorial. La aplicaremos a distintos campos el ectromagnéticos en los
préximos capitul os.

R3.8. Determinar una expresion para la densidad de carga volumeétrica asociada con cada

_ _ 4xy 2x2 2x%y
campoD:a)D = Tax I Tay -
c) D =senf seng a, + cosh sen¢ ay + Cos¢ a,.

azb)D = zseng a, + zcos¢ a, + p seng a;
4
Respuesta. Z—;/(x2 +7%):0;0.

3.6 EL OPERADOR VECTORIAL V Y EL TEOREMA
DE DIVERGENCIA

Si nuevamente recordamos que la divergencia es una operacién sobre un vector, que da como re-
sultado un escalar, a igua que el producto punto de dos vectores que da un escalar, parece posible
que encontremos algo que puede expresarse formalmente con D para producir €l escalar

oDy , 3Dy , 9D;
ax ay a0z

Obviamente, esto no puede hacerse aplicando un producto punto; el procedimiento debe ser una
operacion punto.
Con esto en mente, definimos el operador “nabla” V como un operador vectorial.

a ad a
V=—a+—a +—a 16
ax a3y Y oz (16)

Aparecen operadores escalares semejantes en varios métodos de solucién de ecuaciones dife-
renciales donde con frecuencia D reemplazamos a d/dx, D? a d%/dx?, y asi sucesivamente.* Con-
venimos a definir V (digase “nabla’) que se le trate como un vector ordinario con la importante
excepcion de que resultan derivadas parciales en vez de productos de escalares.

Considerar que V - D, significa

d ad d
V:-D= (a—xax + a—yay + &az> : (DXaX + Dyay + DZaZ)

4 Este operador escalar D, que no volvera a aparecer en el texto, no debe confundirse con la densidad de flujo eléctrico.



3.6 Eloperador vectorial V y el teorema de divergencia

Primero consideraremos los productos punto de |os vectores unitarios, descartando |os seis térmi-
Nos que son cero, con o que se obtiene el resultado identificado como ladivergenciade D:

Dy 3Dy aD
=2+ Y+ 2 =div(D)
aX ay 0z

V-D

El uso de V - D es mucho mas comudn que div D, aungue ambos tienen sus ventgjas. Mediante
el usode V - D se pueden obtener simpley rapidamente las derivadas parciales correctas, pero sélo
en coordenadas cartesianas, como lo veremos més adelante. Por otro lado, div D es un excelente
recordatorio de lainterpretacion fisica de la divergencia. Utilizaremos la notacion del operador V -
D de ahora en adelante paraindicar la operacion de divergencia.

El operador vectorial V no s6lo se usa con las divergencias, sino que aparecera en muchas
otras operaciones importantes, como veremos mas adelante. Una de éstas es Vu, donde u es cual-
quier campo escalar, y que da como resultado

0 il 0 au au au
Vu=|—a+ —ay+ —a|Ju=—ax+ —ay+—a
X ay 0z X ay 0z

El operador V no tiene una forma especifica en otros sistemas de coordenadas. Si considera-
mos D en coordenadas cilindricas, entonces V - D sigue indicando la divergenciade D, o

19D, , 9D,

10
V-D=—_—(pDy) +
p dp p 0@ dZ

Esta expresion se hatomado dela seccidn 3.5. No tenemos unaformapropiade V que ayude a
obtener esta sumade derivadas parciales. Esto significaque Vu, hastaahora sin nombre pero facil-
mente expresada antes en coordenadas cartesianas, no puede expresarse por ahora en coordenadas
cilindricas. Asi que esta expresion se obtendré cuando se defina Vu en el capitulo 4.

Este estudio sobre la divergencia lo finalizaremos con la presentacién de un teorema que ne-
cesitaremos varias veces en capitulos posteriores. €l teorema de la divergencia. Este teorema se
aplicaa cualquier campo vectorial para el cual existen las derivadas parciales apropiadas, aunque
serdmas sencillo para nosotros establecerlo por medio de ladensidad de flujo eléctrico. De<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>